Y d 


ciencia popular 








El libro contiene mi: 
nimetría. Es una coleci 
geométricos, cuyo objetiv 
elegantes que son los proce: 
elemental que se pueden apl. 








en 


Editorial -Mir- Moscí 





Ciencia popular 


|. Shariguin 
Problemas de geometría 
Planimetría 


Editorial Mir | Moscú 


Traducido del ruso por G. Lozhkin 


Impreso en la URSS 


A NUESTROS LECTORES: 


Mir edita libros soviéticos traducidos 
al español, inglés, francés, árabe y otros 
idiomas extranjeros. Entre ellos figuran 
las mejores obras de las distintas ramas 
de la ciencia y la técnica, manuales para 
los centros de enseñanza superior y escue- 
las tecnológicas, literatura sobre ciencias 
naturales y médicas. También se incluyen 
monografías, libros de divulgación cien- 
tífica y ciencia-ficción. 

Dirijan sus opiniones a la Enitorial 
Mir, 1 Rizhski per., 2, 129820, Moscú, 
1-110, GSP, URSS. 





Ha ncraHckoM s3ÍIKe. 


ISBN 5-03-000657-5 (CC) Usnateabcróo «Hayka», 1986 
(G) traducción revisada y amplia- 
da al español, editorial Mir, 

1989 


Indice 


PIOÍACIÓ: iu 2 e ica cd 


I. Hechos y teoremas geométricos fundamen- 
tales. Problemas de cálculo . . .. . . . 


II. Problemas y teoremas selectos de planime- 
e O 


$ 4. Teorema de Carnot ....... 

. Teoremas de Ceva y de Menelao. "Pro- 
blemas afines . . .. ....... 
. Lugares geométricos de puntos . 
Triángulo. Triángulo y circunferencia 
Cuadrilátero . .......... 
Circunferencias y tangentes. Teorema 
de Feuerbach . .......... 
. Combinaciones de figuras. Desplaza- 
mientos por el plano. Polígonos . . 
Desigualdades geométricas. Problemas 
del máximo y del mínimo . .... . 


ey uo AY LO SON AY Un 
DU 


o. -J 


Respuestas, indicaciones y resoluciones . . . . 


I. Hechos y teoremas geométricos funda- 
mentales. Problemas de cálculo . . . 
1H. Problemas y teoremas selectos de pla- 
DIMESIÍA Loa a a ee 


¡ASPODALOS: ¡anar de y os A RT 


Prefacio 


Hoy día, al estudiar la geometría, los 
alumnos aprenden diferentes conceptos y me- 
dios de resolución de los problemas, pero pre- 
cisamente sú variedad deja poco tiempo para 
adquirir hábitos en la solución de estos pro- 
blemas. Sin duda, es discutible la cuestión 
de hasta qué grado es importante aprender a 
solucionar los problemas geométricos difíciles. 
Puede ser que, realmente, para los que enlazan 
su futuro con las profesiones de matemático o 
programador, es más útil ocuparse de los proble- 
mas de lógica combinatoria, estudiar los 
principios del análisis y aprender a componer 
programas para los ordenadores. Sin embargo, 
el autor considera que una imaginación geo- 
métrica desarrollada es una cualidad necesaria 
para el futuro matemático y útil para los 
futuros ingenieros, físicos, constructores, ar- 
quitectos y muchos otros especialistas. 

En el primer apartado, sobre todo en su 
segunda mitad, se encuentran problemas bas- 
tante difíciles. En el segundo apartado, des- 
tinado para un lector apasionado por la geo- 
metría, la dificultad de los problemas crece, 
aunque también aquí cada párrafo empieza 
con problemas de introducción relativamente 
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simples. Los criterios más importantes em- 
pleados al elegir los problemas fueron: el 
carácter natural de la enunciación, la solu- 
ción por medio de la geometría, el carácter 
inesperado del resultado y la originalidad del 
problema. 

Pese a la clasificación en lo fundamental 
según el objeto que figura en el problema, el 
autor no intentó sistematizar los problemas 
por tipos y métodos de solución, por su perte- 
nencia a uno u otro apartado de la geometría. 
En esencia, casi cada problema geométrico 
(en comparación con los ejercicios rutinarios 
para solucionar las ecuaciones, las desigualda- 
des, etc.) es original: para solucionar cada 
uno de éstos hay que hallar qué construccio- 
nes adicionales deben hacerse, qué fórmulas y 
teoremas es necesario usar. Por eso el presente 
libro de ningún modo puede considerarse 
como una colección de problemas del curso 
sistemático de geometría; más exactamente, 
es una colección de diferentes hallazgos geo- 
métricos, cuyo objetivo consiste en demos- 
trar la elegancia de los procedimientos de 
geometría elemental aplicados con el fin de 
demostrar y calcular (sin recurrir al empleo 
del álgebra vectorial y usando al mínimo el 
método de coordenadas, las transformaciones 
geométricas y, quizás, un poco más la trigo- 
nometría). E 

El primer apartado empieza con un con- 
junto de hechos geométricos que confinan 
al curso de geometría que se estudia en 6—8 
grados de secundaria. Muchos de ellos figuran 
en los manuales de escuela tradicionales. Ade- 


7 


más, en este apartado fueron reunidos los pro- 
blemas (en lo fundamental para «calcular» 
los elementos de las figuras geométricas) desti- 
nados para reforzar el conocimiento de las 
fórmulas y los teoremas fundamentales estu- 
diados, desarrollar la técnica de resolución 
de problemas geométricos. La práctica de 
resolución de problemas ayudará al lector 
a prepararse para los exámenes escolares y los 
de ingreso a la Universidad. La primera mitad 
de este apartado contiene unos problemas rela- 
tivamente simples, por lo cual tienen sólo 
las respuestas, más adelante la complejidad 
de los problemas crece, a éstos acompañan 
indicaciones de cómo hay que solucionarlos 
o resoluciones detalladas. 

Es difícil garantizar que el autor en cada 
caso logre encontrar la vía «óptima» de solu- 
ción sin hablar ya de que algunos problemas 
(aunque, por lo visto, no muchos) el experto 
en geometría resolvería de manera más breve, 
aprovechando la inversión, los métodos de 
geometría proyectiva, etc. El autor preme- 
ditadamente no ha trazado todos los enlaces 
y generalizaciones posibles de los problemas, 
como lo hacen los matemáticos teóricos que 
desean descubrir en cada caso concreto el 
hecho general más transparente desde el punto 
de vista de la lógica, sino que ha actuado, más 
bien, como un físico práctico que debe resolver 
un problema concreto ateniéndose al criterio 
siguiente: si no se descubre una solución sim- 
ple y elegante hace falta «calcular». Probable- 
mente, algunos lectores no renunciarán al 
placer de hallar una solución mejor a algunos 
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problemas propuestos por el autor. No obstan- 
te, hay que indicar que algunos problemas son 
bastante difíciles. Si se trata de resolverlos en 
la escuela, éstos pueden representar interés 
como tema de un informe en un círculo de 
interés. 

Aunque la originalidad de los problemas 
reunidos en el libro es distinta, el autor, sin 
embargo, guarda la esperanza de que parte de 
la colección representada aquí interese tam- 
bién a los aficionados a la geometría. 

Notemos que en algunos casos los proble- 
mas tienen sólo el plan de resolución o se 
examina uno de los casos posibles. La nece- 
sidad de analizar por turno los diferentes casos 
posibles en la disposición de las figuras es una 
inconveniencia que se encuentra con frecuen- 
cia en las demostraciones de geometría ele- 
mental; ésta desaparece, como regla, al pasar 
a los vectores, los «ángulos dirigidos», el 
método de coordenadas, etc.; es cierto que 
además a menudo desaparece también la 
misma geometría. 

A fin de hacer el libro comprensible para 
los lectores de diferentes generaciones y con 
distintos niveles de preparación se ha elegido 
una terminología que no coincide completa- 
mente con la aceptada hoy día en la escuela. 
Las figuras congruentes se llaman simple- 
mente «iguales», no se emplean los signos y las 
designaciones: =, [ABl, (4B), etc. En algu- 
nos casos particulares, cuando se trata, por 
ejemplo, del triángulo ABC, se emplean las 
designaciones: ZA, sen A, lo cual significa 
BAC, sen BAC. 


|. Hechos y teoremas geométricos 
fundamentales, Problemas de 
cálculo 


1.1. Demostrar que las medianas en el 
triángulo se intersecan en un punto y se 
dividen por éste en razón de 1:2. 

1.2, Demostrar que las medianas dividen 
el triángulo en seis partes equivalentes. 

1.3. Demostrar que el diámetro de la cir- 
cunferencia que circunscribe un triángulo es 
igual a la razón entre su lado y el seno del 
ángulo opuesto. 

1.4. Supongamos que el vértice de un 
ángulo se encuentra fuera de un círculo y 
sus lados intersecan la circunferencia. Demos- 
trar que la magnitud del ángulo es igual a la 
semidiferencia entre los arcos cortados por 
sus lados en la circunferencia, dispuestos en el 
interior del ángulo. 

1.5. Supongamos que el vértice de un 
ángulo se halla dentro de un círculo. Demos- 
trar que la magnitud del ángulo es igual a la 
semisuma de los arcos, uno de los cuales se 
encuentra entre sus lados, mientras que el 
otro se halla entre sus prolongaciones más 
allá del vértice del ángulo. 
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1.6. Sea AB la cuerda de una circunferen- 
cia; l, la tangente a la misma (A es el punto de 
tangencia). Demostrar que cada uno de los 
dos ángulos entre AB y l se determina como la 
mitad del arco de la circunferencia comprendi- 
da en el interior del ángulo examinado. 

1.7. Por el punto M situado a la distancia 
a del centro de la circunferencia de radio 
R (a > R), está trazada una secante que 
corta la circunferencia en los puntos A y B. 
Demostrar que | MA |-| MB | es constante 
para todas las secantes y es igual a a? — R? 
(al cuadrado de la longitud de la tangente). 

1.8. Por el punto M que se halla a una 
distancia a del centro de una circunferencia 
de radio R(a< R), pasa la cuerda AB. 
Demostrar que | 4M |.| MB | es constante 
para todas las cuerdas y es igual a R? — a2. 

1.9. Sea AM la bisectriz del triángulo 
ABC. Demostrar que |BM|:|CM|= 
= |AB]:]| AC |. Lo mismo es cierto para la 
bisectriz del ángulo exterior del triángulo. (En 
este caso M se halla en la prolongación del 
lado BC). 

1.10. Demostrar que la suma de las diago- 
nales al cuadrado de un paralelogramo es igual 
a la suma de sus lados al cuadrado. 

1.11. Los lados de un triángulo son a, b 
y Cc. Demostrar que la mediana m, trazada 
hacia el lado a se calcula por la fórmula 


Ma =>+ V 26? 4- 202 —a?., 


1.12. Tenemos dos triángulos con un vérti- 
ce A común, los demás vértices se encuentran 
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en dos rectas que pasan por A. Demostrar 
que la razón entre las áreas de estos triángulos es 
igual a la razón entre los productos de los dos 
lados de cada triángulo que contienen el vér- 
tice A. 

1.13. Demostrar que el área de un polígono 
circunscrito es igual a rp, donde r es el radio 
de la circunferencia inscrita, p, su semiperí- 
metro (como caso particular, esta fórmula es 
válida para el triángulo). 

1.14. Demostrar que el área del cuadrilá- 
tero es igual al semiproducto de las diagonales 
por el seno del ángulo comprendido entre 
éstas. 

1.15. Demostrar la validez de las fórmulas 
siguientes para calcular el área del triángulo: 


] | 
SAA. S =2R? sen A sen B senC, 
2 sen A 


donde A, B, C son los ángulos del triángulo, 
a, el lado dispuesto frente al ángulo A, R, 
el radio del círculo circunscrito. 

1.16. Demostrar que el radio de la circun- 
ferencia inscrita en un triángulo rectángulo se 


determina por la fórmula r = mn, 





donde a y b son los catetos y c, la hipotenusa. 

1.17 Demostrar que si a y b son dos lados 
de un triángulo, a. es el ángulo entre éstos y 
l, la bisectriz de este ángulo, entonces 


a 
2ab cos > 


a+b  ” 
12 


l= 


1.18. Demostrar que las distancias desde 
el vértice A del triángulo ABC hasta los pun- 
tos de tangencia de los lados AB y AC con la 
circunferencia inscrita son iguales a p — a, 
donde p es el semiperímetro del triángulo 
ABC, a= | EC 1. 

1.19. Demostrar que si en el cuadrilátero 
convexo ABCD se cumple la relación | AB | + 
+ |CD|=|AD|+|2C |, deberá existir 
una circunferencia que contacte con todos sus 
lados. 

1.20. a) Demostrar que las alturas en un 
triángulo se intersecan en un punto. b) De- 
mostrar que la distancia desde el vértice de 
un triángulo hasta el punto de intersección de 
sus alturas es dos veces mayor que la distancia 
desde el centro del círculo circunscrito hasta 
el lado opuesto. 


. * , 

1.21. En el lado de un ángulo recto con 
el vértice en el punto O se toman dos puntos 
A y B, siendo que |04 | =a, ¡OB | = db. 
Hallar el radio de la circunferencia que pasa 
por los puntos A y B, a la cual es tangente el 
otro lado del ángulo. 

1.22. La hipotenusa de un triángulo rec- 
tángulo es igual a c y uno de los ángulos agu- 
dos es igual a 30. Encontrar el radio de la 
circunferencia con el centro en el vértice del 
ángulo de 30% que divide el triángulo dado 
en dos partes equivalentes. 

1.23. Los catetos de un triángulo rectán- 
gulo son a y b. Encontrar la distancia desde 
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el vértice del ángulo recto hasta el punto de 
la circunferencia inscrita, más próximo a 
aquél. 

1.24. La mediana de un triángulo rectán- 
gulo es igual a m y divide el ángulo recto en 
razón de 1:2. Hallar el área del triángulo. 

1.25. Los lados del triángulo ABC son 
IBC|=a, [CA|=b, |AB|=c. Deter- 
minar la relación, en la cual el punto de inter- 
sección de las bisectrices divide la bisectriz 
del ángulo B. 

1.26. Demostrar que la suma de las dis- 
tancias desde cualquier punto de la base del 
triángulo isósceles hasta sus lados es igual a la 
altura de este triángulo trazada hasta el lado 
de éste. 

1.27. Demostrar que la suma de las dis- 
tancias desde cualquier punto interior de un 
triángulo regular hasta sus lados es igual a 
la altura de este triángulo. 

1.28. Sobre la base AC del triángulo isós- 
celes ABC se toma un punto M de manera 
que JAM|=a, | MC | = db. Enlos trián- 
gulos ABM y CBM están inscritas circun- 
ferencias. Hallar la distancia entre los puntos 
de tangencia del lado BM con estas circun- 
ferencias. 

1.29. Un paralelogramo con los lados a 
y b y el ángulo a tiene trazadas las bisectrices 
de los cuatro ángulos. Hallar el área del cuadri- 
látero limitado por las bisectrices. 

1.30. Un rombo, cuya altura es h y el 
ángulo agudo a tiene inscrita una circunfe- 
rencia. Hallar el radio de la circunferencia 
mayor de las dos posibles, cada una de las 
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cuales se roza con la circunferencia dada y 
con.dos lados del rombo. 

1.31. Determinar el ángulo agudo de un 
rombo, cuyo lado es la media proporcional 
de sus diagonales. 

1.32. Las diagonales de un cuadrilátero 
convexo son a y b, y los segmentos que unen 
los puntos medios de Tos lados opuestos, son 
iguales. Hallar el área del cuadrilátero. 

1.33. El lado AD del rectángulo ABCD 
es tres veces mayor que el lado AB; los puntos 
M y ÑN dividen AD en tres partes iguales. 
Hallar ZAMB + ZANB + ZADB. 

1.34. Dos circunferencias se intersecan en 
los puntos A y B. Por el punto A pasan las 
cuerdas AC y AD que tocan las circunferencias 
dadas. Demostrar que | AC |?.| BD | = 
= | AD P?-] BC 1]. 

1.35. Demostrar que la bisectriz del ángu- 
lo recto de un triángulo rectángulo divide por 
la mitad el ángulo entre la mediana y la altura 
bajadas sobre la hipotenusa. 

1.36. En una circunferencia de radio r 
están elegidos tres puntos de manera que la 
circunferencia queda dividida en tres arcos 
que se relacionan como 3:4:5. Desde los pun- 
tos de división hasta la circunferencia están 
trazadas tangentes. Hallar el área del triángu- 
lo formado por estas tangentes. 

1.37. Alrededor de una circunferencia está 
circunscrito un trapecio isósceles con el lado 
igual a 1, siendo una de las bases de éste igual 
a a. Hallar el área del trapecio. 

1.38. Dos rectas paralelas a las bases de 
un trapecio dividen cada uno de sus lados en 
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tres partes iguales. Todo el trapecio se en- 
cuentra dividido por aquéllas en tres partes. 
Hallar el área de la parte media, si las áreas 
de las partes extremas son S, y S,. 

1.39. En el trapecio ABCD ¡AB sd; 
|BC]|=0b (a+ b). Determinar si la bisec- 
triz del ángulo A corta la base BC o el lado 
CD. 

1.40. Hallar la longitud del segmento de 
una recta paralela a las bases de un trapecio, 
la cual pasa por el punto de intersección de 
las diagonales, si las bases del trapecio son 
a y b. 

1.41. En un trapecio isósceles circunscrito 
alrededor de una circunferencia la razón de los 
lados paralelos es igual a k. Hallar el ángulo 
de la base. 

1.42, La base AB del trapecio ABCD es 
a y la base CD, b. Hallar el área del trapecio, 
si se sabe que sus diagonales son las bisectri- 
ces de los ángulos DAB y ABC. 

1.43. La base media de un trapecio isósceles 
es a y las diagonales son mutuamente per- 
pendiculares. Hallar el área del trapecio. 

1.44. El área de un trapecio isósceles cir- 
cunscrito alrededor de un círculo es igual a S 
y su altura, dos veces menor que su lado. 
Determinar el radio del círculo inscrito en 
el trapecio. 

1.45. Las áreas de los triángulos forma- 
dos por segmentos de las diagonales de un 
trapecio y sus bases son S, y S,. Hallar el 
área del trapecio. 

1.46. El ángulo ABC del triángulo ABC 
es igual a a. Hallar el ángulo AOC, donde 
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O es el centro de la circunferencia ins- 
crita. 

1.47. Un triángulo rectángulo tiene tra- 
zada la bisectriz del ángulo recto. Hallar la 
distancia entre los puntos de intersección de 
las alturas de los dos triángulos formados, si 
los catetos del triángulo dado son a y b. 


1.48. Una recta perpendicular a dos lados 
de un paralelogramo divide éste en dos tra- 
pecios, en cada uno de los cuales se puede ins- 
cribir una circunferencia. Hallar el ángulo 
agudo del paralelogramo, si sus lados son 
iguales a a y b (a < Dd). 

1.49. Se da un semicírculo, cuyo diámetro 

es AB. Por el punto medio de la semicircun- 
ferencia se trazan dos rectas que dividen el 
semicírculo en tres partes de áreas equivalentes. 
¿En qué razón dividen estas rectas el diámetro 
AB? 
- 1,50. Se da el cuadrado ABCD, cuyo lado 
es a, y están construidas dos circunferencias. 
La primera circunferencia se encuentra total- 
mente en el interior del cuadrado ABCD y 
es tangente al lado AB en E, así como con el 
lado BC y la diagonal AC. La segunda cir- 
cunferencia con su centro en el punto A pasa 
por el punto E. Hallar el área de la parte 
común de los dos círculos limitados por estas 
circunferencias. 

1.51. Los vértices de un hexágono regular 
con el lado a son los centros de circunferencias, 
cuyos radios son iguales a a/V 2. Hallar el 
área de la parte del hexágono dispuesta fuera 
de estas circunferencias. 
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1.52. Fuera de una circunferencia de radio 
Ri se toma el punto A, desde el cual están 
trazadas dos secantes: una de éstas pasa por el 
centro, mientras que la otra pasa a una distan- 
cia R/2 del mismo. Hallar el área de la parte 
del círculo dispuesta entre estas secantes. 

1.53. En el cuadrilátero ABCD se cono- 
cen los ángulos: DAB = 90”, ZDBC = 
= 90%. Además, |DB | = a, |DC | = bd. Ha- 
llar la distancia entre los centros de dos cir- 
cunferencias, una de las cuales pasa por los 
puntos D, A y B y la otra, por los puntos 
B,C y D. 

1.54. En los lados 4B y AD del rombo 
ABCD se eligen dos puntos M y N de manera 
que las rectas MC y NC dividen el rombo en 
tres partes de áreas iguales. Hallar | MN |], si 
LBD | = d. 

1.55. En el lado AB del triángulo ABC 
se toman dos puntos M y N de manera que 
|[AM|: [MN |: |NB | = 1:2:3. Por los pun- 
tos M y ÑN están trazadas rectas paralelas al 
lado AC. Hallar el área de la parte del trián- 
gulo comprendida entre estas rectas, si el 
área del triángulo ABC es igual a S. 

1.56. Se da una circunferencia y un punto 
A fuera de ésta. AB y AC son tangentes a la 
circunferencia (B y C son los puntos de tan- 
gencia). Demostrar que el centro de la cir- 
cunferencia inscrita en el triángulo ABC se 
halla en la circunferencia dada. 

1.57. El triángulo equilátero ABC está 
inscrito en una circunferencia y en el arco BC 
se toma un punto arbitrario M. Demostrar que 
¡AM|=|BM|+|CM |]. 
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1.58. Sea H el punto de intersección de 
las alturas del AABC. Hallar los ángulos del 
AABC, si ZBAH =0u y ZABH =f. 

1.59. El área de un rombo es S; la suma 
de sus diagonales, m. Hallar el lado del rombo. 

1.60. Un cuadrado de lado a está inscrito 
en una circunferencia. Hallar el lado del cua- 
drado inscrito en uno de los segmentos obteni- 
dos. 


1.61. En un segmento con un arco de 1209 
y una altura h está inscrito el rectángulo ABCD 
de manera que |AB|: |BC | = 1:4 (BC se 
halla sobre la cuerda). Encontrar el área del 
rectángulo. 


1.62. El área de un anillo circular es igual 
a S. El radio de la circunferencia mayor es 
igual a la longitud de la menor. Hallar el 
radio de la circunferencia. menor. 

1.63. Expresar el lado de un decágono re- 
gular a través de R que es el radio de la cir- 
cunferencia circunscrita. 

- 1.64. Hacia una circunferencia de radio 

R desde el punto exterior M están trazadas 
las tangentes MA y MB que forman el ángulo 
a. Determinar el área de la figura limitada 
por las tangentes y el arco menor de la cir- 
cunferencia. 
-* 1.65. Viene dado el cuadrado ABCD de 
lado a. Hallar el radio de la circunferencia 
que pasa por el punto medio del lado AB, el 
centro del cuadrado y el vértice C. 

- 1.66. Se da un rombo con el lado a y el 
ángulo agudo a. Hallar el radio de la circun- 
ferencia que pasa por dos vértices vecinos del 
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rombo y toca el lado opuesto del rombo o su 
prolongación. 

1.67. Se dan tres circunferencias de radio r 
que se rozan de dos en dos. Hallar el área del 
triángulo formado por tres rectas, cada una 
de las cuales es tangente a dos circunferencias 
y no corta la tercera. 

1.68. Cierta recta tiene un punto de tan- 
gencia en M con una circunferencia de radio r. 
En esta recta, a ambos lados del punto M 
se toman los puntos A y B de manera que 
¡IMA |=|MB|=a. Hallar el radio de la 
circunferencia que pasa por A y B y se roza 
con la circunferencia dada. 

1.69. Viene dado el cuadrado ABCD cuyo 
lado es a. En su lado BC se toma el punto M 
de manera que |BM|=3]|MC | y en el 
lado CD, el punto N de modo que 2 | CN | = 
= | ND |. Hallar el radio de la circunferencia 
inscrita en el triángulo AMN. 

1.70. Se da el cuadrado ABCD de lado a. 
Determinar la distancia entre el punto medio 
del segmento AM, donde M es el punto medio 
de BC, y el punto N en el lado CD, que divide 
E q tal manera, que |CN |: |ND|= 

1.71. Desde el vértice A del triángulo 
ABC sale una recta que divide por la mitad 
la mediana BD (el punto D se halla sobre el 
lado AC). ¿En qué razón esta recta divide el 
lado BC? 

1.72. El cateto CA del triángulo rectángu- 
lo ABC es igual a b, el cateto CB, a a; CH 
es la altura, AM, la mediana. Hallar el área 
del triángulo BMH. 
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1.73. En el triángulo isósceles ABC 
ZA =a>090 y | BC | = a. Hallar la dis- 
tancia entre el punto de intersección de las 
alturas y el centro de la circunferencia cir- 
cunscrita. 

1.74. Alrededor del triángulo ABC, en el 
cual |BC|=a, ZB=a, ZC =P, está 
circunscrita una circunferencia. La bisectriz 
del ángulo A corta la circunferencia en el punto 
K. Hallar | AK ]. 

1.75. En una circunferencia de radio R 
está trazado el diámetro y sobre éste se toma 
el punto A a una distancia a de su centro. 
Hallar el radio de la segunda circunferencia 
que entra en contacto con el diámetro en el 
punto A y es tangente por interior a la 
circunferencia dada. 

1.76. Una circunferencia tiene trazadas 
tres cuerdas que se intersecan dos a dos. Cada 
¿cuerda está dividida por los puntos de inter- 
sección en tres partes iguales. Hallar el radio 
de la circunferencia, si una de las cuerdas es 
igual a a. 

1.77. Un hexágono regular está inscrito 
en una circunferencia, mientras que el otro 
está circunscrito alrededor de ésta. Hallar el 
radio de la circunferencia, si la diferencia de 
los perímetros de estos hexágonos es igual a a. 

1.78. En el triángulo regular ABC, cuyo 
lado es igual a a, está trazada la altura BK. 
Los triángulos ABK y BCK tienen inscritas 
sendas circunferencias, a las cuales está traza- 
da la tangente exterior común distinta del 
lado AC. Hallar el área del triángulo cortado 
por esta tangente del triángulo ABC. 
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1.79. Los ángulos del cuadrilátero inscri- 
to ABCD son ZDAB=a, ZABC =f, 
¿BKC = y, donde K es el punto de inter- 
sección de las diagonales. Hallar ZACD. 

1.80. Las diagonales del cuadrilátero ins- 
crito ABCD se intersecan en el punto K. Se 
sabe que |AB|=a, |BK|=b, |AK|= 
=C, |CD | = d. Hallar | AC |. 

1.81. Un trapecio está inscrito en una cir- 
cunferencia. La base del trapecio forma con 
su lado el ángulo a y con la diagonal, el ángulo 
$. Hallar la razón entre el área del círculo y 
la del trapecio. 

1.82. La base AD del trapecio isósceles 
ABCD es igual a a, la base BC es igual a b, 
| AB | = d. La recta trazada por el vértice B 
divide por la mitad la diagonal AC y corta 
AD en el punto K. Hallar el área del triángu- 
lo BDK. 

1.83. Hallar la suma de las distancias al 
cuadrado desde el punto M, tomado en el 
diámetro de cierta circunferencia, hasta los 
extremos de cualquiera de las cuerdas parale- 
las a este diámetro, si el radio de la circun- 
ferencia es igual a R y la distancia desde M 
hasta el centro de la circunferencia es igual a a. 

1.84. Una cuerda común a dos circunfe- 
rencias que se intersecan, se ve desde sus 
centros bajo los ángulos de 90” y 60%. Hallar 
los radios de las circunferencias, si la distancia 
entre sus centros es igual a a. 

1.85. Viene dado el triángulo regular ABC. 
El punto K divide su lado AC en razón de 
2:1 y el punto M divide el lado 4B en razón 
de 1:2 (contando en ambos casos desde el vér- 
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tice A). Demostrar que la longitud del seg- 
mento KM es igual al radio de la circunferen- 
cia descrita alrededor del triángulo ABC. 

1.86. Dos circunferencias con radios R y 
R/2 tienen un contacto exterior. Uno de los 
extremos de un segmento de longitud 2R for- 
ma con la línea de centros un ángulo igual a 
30% y coincide con el centro de la circunfe- 
rencia de radio menor. ¿Qué parte del seg- 
mento se halla fuera de ambas circunferencias? 
(El segmento corta ambas circunferencias.) 

1.87. El triángulo ABC tiene trazadas la 
mediana BK, la bisectriz BE y la altura AD. 
Hallar la longitud del lado AC, si se sabe 
que las rectas BK y BE dividen el segmento 
AD en tres partes iguales y | AB | = 4. 

1.88. La relación entre el radio de la cir- 
cunferencia inscrita en un triángulo isósceles 
y el radio de la circunferencia circunscrita 
alrededor de este mismo triángulo es igual 
a k. Hallar el ángulo contiguo a la base del 
triángulo. 

1.89. Hallar el coseno del ángulo conti- 
guo a la base del triángulo isósceles, si el 
punto de intersección de sus alturas se halla 
en la circunferencia inscrita en el triángulo. 

1.90. Hallar el área de un pentágono limi- 
tado por las rectas BC, CD, AN, AM y BD, 
donde A, B y D son tres vértices del cuadrado 
ABCD, ÑN es el punto medio del lado BC y M 
divide el lado CD en razón de 2:1 (calculando 
a partir del vértice C), si el lado del cuadrado 
ABCD es a. 

1.91. En el triángulo ABC se dan: ZBAC= 
= QU, ZABC = f. Una circunferencia con el 
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centro en B pasa por A y corta la recta AC 
en el punto X distinto de A, y la recta BC, 
en los puntos E y F. Hallar los ángulos del 
triángulo £KF. 

1.92. Viene dado un cuadrado con el lado 
a. Hallar el área de un triángulo regular, uno 
de cuyos vértices coincide con el punto medio 
de uno de los lados del cuadrado y los otros 
dos se encuentran en las diagonales del cua- 
drado. 

1.93. En los lados del cuadrado ABCD se 
toman los puntos M, N y K, donde M es el 
punto medio del lado 4B, N se halla en el 
lado BC, además, 2| BN | =|NC |, K per- 
tenece al lado DA, con la particularidad de 
que 2|DK |=|KA |. Hallar el seno del 
ángulo comprendido entre las rectas MC y 
NK. 


1.94. Por los vértices A y B del triángulo 
ABC pasa una circunferencia de radio r que 
corta el lado BC en el punto D. Hallar el 
radio de la circunferencia que pasa por los 
puntos A,DyC,sil 4AB|=cy]|AC|= 0. 

1.95. El lado AB del triángulo ABC es 
igual a 3 y la altura CD bajada sobre el lado 
AB es igual a V'3. La base D de la altura CD 
se encuentra sobre el lado AB, el segmento 
AD es igual al lado BC. Hallar | AC |. 

1.96. En una circunferencia de radio R 
está inscrito el hexágono regular ABCDEF. 
Hallar el radio del círculo inscrito en el tri- 
ángulo ACD. 

1.97. El lado AB del cuadrado ABCD 
es igual a 1 y es la cuerda de cierta circun- 
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ferencia, estando los otros lados del cuadrado 
fuera de esta circunferencia. La longitud de 
la tangente CK trazada desde el vértice C 
a la misma circunferencia es igual a 2. ¿A qué 
:es igual el diámetro de la circunferencia? 
1.98. En un triángulo rectángulo el ángulo 
menor es a. Una recta que divide el triángulo 
en dos partes de áreas iguales, está trazada 
perpendicularmente a la hipotenusa. Deter- 
minar en qué razón esta recta divide la hipo- 
tenusa. 


1.99. En el interior de un triángulo regu- 
lar de lado igual a 1 se encuentran dos cir- 
cunferencias que contactan entre sí y cada 
tuna de éstas es tangente a dos lados del tri- 
ángulo (cada lado del triángulo es tangente 
por lo menos a una circunferencia). Demostrar 
que la suma de los radios de estas circunfe- 
rencias no es menor de (3 — 1)/2. 

1.100. El triángulo rectángulo ABC con 
el ángulo agudo A igual a 30? tiene trazada la 
bisectriz BD del otro ángulo agudo. Hallar 
la distancia entre los centros de dos circun- 
ferencias inscritas en los triángulos ABD 
y CBD, si el cateto menor es igual a 1. 

1.101. Los ángulos A y D del trapecio 
ABCD, contiguos a la base AD son de 60% 
y 30”, respectivamente. El punto N pertenece 
a la base BC, con la particularidad de que 
IBN]|:|NC|=2. El punto M se halla 
sobre la base AD, la recta MN es perpendi- 
cular a las bases del trapecio y divide su área 
en dos partes iguales. Hallar | AM |: | MD |. 

1.102. En el triángulo ABC se dan | BC |= 
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=a, ZA =a, ZB =P. Hallar el radio de 
la circunferencia que tiene contacto con el 
lado BC, y a la que es tangente el lado AC 
en el punto A. 

1.103. En el triángulo ABC |AB|=c, 
IBC|=a, £B = f. Sobre el lado AB se 
toma el punto M de manera que 2 | 4M |] = 
=3]|MB|. Hallar la distancia desde M 
hasta el punto medio del lado AC. 

1.104. En el lado AB del triángulo ABC 
se toma el punto M y en el lado AC, el punto 
WN, con la particularidad de que | 4M| = 
=3|MB| y 2|4N|=|NC |. Hallar el 
área del cuadrilátero MBCN, si la del trián- 
gulo ABC es igual a S. 

1.105. Se dan dos circunferencias con- 
céntricas con los radios R y r (R >r) y el 
centro común O. La tercera circunferencia es 
tangente a las dos primeras. Hallar la tan- 
gente del ángulo comprendido entre las tan- 
gentes que parten del punto O, hacia la ter- 
cera circunferencia. 

1.106. En el paralelogramo ABCD | AB|= 
=a, JAD|=b (b > a) y ZBAD = Qu 
(a < 90%). Los puntos K y M en los lados AD 
y BC se toman de manera que BKDM sea 
un rombo. Hallar el lado del rombo. 

1.107. La hipotenusa de un triángulo rec- 
tángulo es igual a c. Los centros de tres cir- 
cunferencias de radio c/5 se encuentran en 
sus vértices. Hallar el radio de una cuarta 
circunferencia tangente a las tres dadas que 
no las contiene en su interior. 

1.108. Hallar el radio de una circunferencia 
que en ambos lados del ángulo de magnitud a 
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corta las cuerdas de longitud a, si se sabe que 
la distancia entre los extremos más próximos 
de estas cuerdas es igual a b. 

1.109. Sobre el lado BC del triángulo 
ABC, como sobre el diámetro, está construida 
una circunferencia que corta los lados AB 
y AC en los puntos M y N. Hallar el área del 
triángulo AMN, si la del triángulo ABC 
es igual a S y ZBAC = au. 

1.110. En una circunferencia de radio R 
están trazadas dos cuerdas mutuamente per- 
pendiculares MN y PO. MHallar la distancia 
entre los puntos M y P, si | NO | = a. 

1.111. Sobre el lado más grande BC del 
triángulo ABC, igual a b, se elige el punto M. 
Hallar la distancia mínima entre los centros 
de las circunferencias circunscritas alrededor 
de los triángulos BAM y ACM. 

1.112. En el  paralelogramo  ABCD 
IAB] =a, |BC|=b, ZABC = qu. Hallar 
la distancia entre los centros de las circunfe- 
rencias circunscritas alrededor de los triángu- 
los BCD y DAB. 

1.113. En el triángulo ABC ZA=a, 
IBA | =a, |AC |=b. En los lados AC y 
AB se toman los puntos M y N, donde M es el 
punto medio de AC. Hallar la longitud del 
segmento MN, si se sabe que el área del tri- 
ángulo AMN representa 1/3 parte de la del 
triángulo ABC. 

1.114. Hallar los ángulos de un rombo, si 
el área del círculo inscrito en él es dos veces 
menor que la del rombo. 

1.115. Hallar el área de la parte común 
de dos cuadrados, si cada uno de ellos tiene 
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el lado igual a a y el segundo se obtiene giran- 
do el primero alrededor del vértice a un ángulo 
de 45". 

1.116. Los dos lados opuestos de un cuadri- 
látero inscrito en un círculo son mutuamente 
perpendiculares y uno de ellos es igual a a; 
el ángulo agudo adyacente a éste se divide por 
la diagonal en las partes a y $. Determinar las 
diagonales (el ángulo a es contiguo al lado 
dado). 

1.117. El paralelogramo ABCD tiene el 
ángulo agudo DAB igual a a, |JAB|=a, 
JAD|=b (a< b). Supongamos que K es 
la base de la perpendicular bajada desde el 
vértice B sobre AD, y M es el pie de la per- 
pendicular bajada desde el punto K sobre la 
prolongación del lado CD. Hallar el área 
del triángulo BKM. 

1.118. En el triángulo ABC desde el vér- 
tice C están trazados dos rayos que dividen 
el ángulo ACB en tres partes iguales. Hallar 
la relación entre los segmentos de los rayos 
comprendidos dentro del triángulo, si | BC | = 
=3|AC |, ZACB = a. 

1.119. En el triángulo isósceles ABC 
(AB| =|BC |) está trazada la bisectriz 
AD. Las áreas de los triángulos ABD y ADC 
son iguales a S, y S,, respectivamente. Hallar 
| AC |. 

1.120. Una circunferencia de radio R, 
está inscrita en un ángulo de magnitud «a. 
Otra circunferencia de radio R, entra en 
contacto con uno de los lados del ángulo en 
el mismo punto que la primera y corta el 
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segundo lado del ángulo en los puntos A y B. 
Hallar | AB |. 

1.121. En una recta que pasa por el centro 
O de una circunferencia de radio 12, se toman 
los puntos A y B de manera que | OA | = 15, 
¡AB | =5. Desde los puntos A y B están 
trazadas tangentes a la circunferencia, cuyos 
puntos de tangencia se hallan a un mismo lado 
de la recta OAB. Encontrar el área del trián- 
gulo ABC, si C es el punto de intersección de 
estas tangentes. 

1.122. En el triángulo ABC se conocen 
IBC|=a, ZA=0a, ZB=Pf. Hallar el 
radio de la circunferencia que corta todos sus 
lados, formando en cada uno de ellos cuerdas 
de longitud d. 

1.123. Los segmentos que unen los cen- 
tros de los lados opuestos de un cuadrilátero 
convexo, son iguales a a y b y se intersecan 
formando un ángulo de 60%. Hallar las diago- 
nales del cuadrilátero. 

1.124. En el lado BC del triángulo ABC 
se toma el punto M de manera que la distancia 
desde el vértice B hasta el centro de masas 
del triángulo AMC es igual a la distancia 
desde el vértice C hasta el centro de masas del 
triángulo AMB. Demostrar que |BM|= 
.= |DC |, donde D es la base de la altura 
bajada sobre BC desde el vértice A. 

1.125. La bisectriz BE del ángulo recto B 
del triángulo rectángulo ABC se divide por 
el centro O de la circunferencia inscrita de 
manera que |BO |: | OE | =V3:V2. Ha- 
llar los ángulos agudos del triángulo. 
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1.126. En el segmento AB de longitud R 
está construida como sobre su diámetro una 
circunferencia. Una segunda circunferencia 
del mismo radio que la primera, tiene el centro 
en el punto A. Una tercera tiene contacto in- 
terior con la primera circunferencia y con- 
tacto exterior con la segunda; el segmento AB 
es tangente a esta tercera circunferencia. Ha- 
llar el radio de la tercera circunferencia. 

1.127. Se da el triángulo ABC. Se sabe 
que |AB]|=4, |4AC|=2, |BC|=3. La 
bisectriz del ángulo A corta el lado BC en el 
punto K. La recta que pasa por el punto B 
paralelamente a AC corta la prolongación de 
la bisectriz AX en el punto M. Hallar | KM |. 

1.128. Una circunferencia con el centro 
dispuesto en el interior del ángulo recto, es 
tangente a un lado del ángulo, corta el otro 
lado en los puntos A y B e interseca la bisec- 
triz del ángulo en los puntos C y D. La cuerda 


AB es igual a Y 6, la cuerda CD es igual a Y 7. 
Hallar el radio de la circunferencia. 


1.129. En un paralelogramo hay dos cir- 
cunferencias de radio 1, que entran en contacto 
entre sí y con tres lados del paralelogramo cada 
una. Se sabe también que el segmento de uno 
de los lados del paralelogramo entre el vértice 


y el punto de tangencia es igual a 3. Hallar 
el área del paralelogramo. 


1.130. Una circunferencia de radio R pasa 
por los vértices A y B del triángulo ABC. 
La recta AC es tangente a dicha circunferencia 
en el punto A. Hallar el área del triángulo 
ABC, si se sabe que ZB=au, ZA =P. 
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1.131. La bisectriz AX del triángulo ABC 
es perpendicular a la mediana BM y el ángulo 
B es igual a 120”. Hallar la razón entre el 
área del triángulo ABC y la del círculo cir- 
cunscrito alrededor de este triángulo. 

1.132. Por los centros de los lados AB y 
AC del triángulo rectángulo ABC está trazada 
una circunferencia, a la cual es tangente el 
lado BC” Hallar la parte de la hipotenusa AC 
que se encuentra en el interior de esta circun- 
ferencia, si |4AB|=3, |BC | = 4. 

1.133. Viene dado el segmento a. Tres cir- 
cunferencias de radio R tienen los centros en 
los extremos y en el punto medio del segmen- 
to a. Hallar el radio de una cuarta circun- 
ferencia que es tangente a las tres circun- 
ferencias dadas. 

1.134. Hallar el ángulo entre una tangente 
exterior común y una tangente interior común 
a dos circunferencias, si sus radios son R y r 
y la distancia entre sus centros es igual a 
V2 (R? + r?) (los centros de las circunferen- 
cias se encuentran a un mismo lado de la 
tangente exterior común y a diferentes lados 
de la tangente interior común). 

1.135. El segmento AB es el diámetro de 
un círculo y el punto C se encuentra fuera de 
él. Los segmentos AC y BC se intersecan con 
la circunferencia en los puntos D y E, respecti- 
vamente. Hallar el ángulo CBD, si las áreas 
de los triángulos DCE y ABC se relacionan 
como 1:4. 

1.136. El ángulo en el vértice A del rombo 
ABCD de lado a es igual a 120”. Los puntos E 
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y F pertenecen a los lados BC y AD, respecti- 
vamente, el segmento EF y la diagonal del 
rombo AC se intersecan en el punto M. Las 
áreas de los cuadriláteros BEFA y ECDF se 
relacionan como 41:2. Hallar |E£M|, si 
|AM|:| MC | = 1:3. 

1.137. Una circunferencia de radio AR tie- 
ne su centro en el punto O. Desde el extremo 
del segmento OA que interseca la circunfe- 
rencia en el punto M, está trazada la tangente 
a la circunferencia AK. Hallar el radio de la 
circunferencia que roza el arco MK, y a la 
cual son tangentes los segmentos AK, AM si 
ZOAK = 60". 

1.138. El triángulo isósceles ABC está 
inscrito en un círculo. |4AB|=|BC| y 
ZB =P. La línea media del triángulo se 
prolonga hasta la intersección con la circun- 
ferencia en los puntos D y E (DE || AC). 
Hallar la razón entre las áreas de los triángu- 
los ABC y DBE. 

1.139. El ángulo a tiene su vértice en el 
punto O. En uno de sus lados se toma el punto 
M, del cual se levanta una perpendicular has- 
ta la intersección con el otro lado en el punto 
N. Precisamente de la misma manera del 
punto K en el otro lado se levanta una per- 
pendicular hasta la intersección con el primer 
lado en el punto P. B es el punto de intersec- 
ción de las rectas MN y KP, y A, el punto de 
intersección de las rectas OB y NP. Hallar 
OA |, si |OM|=a, JOP | = db. 

1.140. Dos circunferencias de radios R y 
r tienen contacto con los lados de un ángulo 
dado y entre sí. Hallar el radio de una tercera 
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circunferencia, a la cual son tangentes los 
lados del mismo ángulo, y cuyo centro se 
encuentra en el punto de tangencia de las 
circunferencias dadas. 

1.141. La distancia entre los centros de 
dos circunferencias que no se intersecan, es 
-igual a a. Demostrar que los cuatro puntos de 
intersección de las tangentes exteriores comu- 
nes con las tangentes interiores comunes se 
encuentran en una misma circunferencia. Ha- 
llar el radio de esta circunferencia. 

1.142. Demostrar que el segmento de una 
tangente exterior común a dos circunferencias, 
comprendido entre las tangentes interiores 
comunes, es igual a la longitud de la tangente 
interior común. 

1.143. Un círculo con el centro en O 
tiene dos radios OA y OB mutuamente per- 
pendiculares, C es un punto del arco AB, en 
el cual ZAOC = 60% (£BOC = 30”). Una 
- circunferencia con el centro en A y de radio 
AB corta la prolongación de OC más allá del 
punto C en el punto D. Demostrar que el seg- 
mento CD es igual al lado del decaedro regu- 
lar inscrito en la circunferencia. 

Tomemos ahora el punto M diametralmen- 
te opuesto al punto C. El segmento MD aumen- 
tado en una quinta parte de su longitud se 
considera aproximadamente igual a la semi- 
circunferencia. Estimar el error de esta igual- 
dad aproximada. 

- 1,144, Un rectángulo tiene los lados 7 y 8. 
Un vértice de un triángulo regular coincide 
con el del rectángulo y los otros dos se en- 
Suentran en sus lados que no contienen el pri- 
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mer vértice. Hallar el lado del triángulo 
regular. 

1.145. Hallar el radio de la circunferencia 
mínima en la que está inscrito un trapecio isós- 
celes, cuyas bases son de 15 y 4 y los lados, 
de 9. 

1.146. ABCD es un rectángulo, en el cual 
JAB|=9, |BC |=7. En el lado CD se 
elige el punto M de manera que | CM | = 3, 
y en el lado 4D, el punto N de manera “que 
JAN | = 2,5. Hallar el radio de la circun- 
ferencia máxima que se inscriba en el pentá- 
gono ABCMN. 

1.147. Hallar el ángulo máximo del tri- 
ángulo, si se sabe que el radio de la circun- 
ferencia inscrita en el triángulo con vértices 
ubicados en los pies de las alturas del triángu- 
lo dado, es dos veces menor que la altura 
mínima del triángulo dado. 

1.148. En el triángulo ABC, la bisectriz 
del ángulo C es perpendicular a la mediana 
trazada desde el vértice B. El centro de la 
circunferencia inscrita se “encuentra en la 
circunferencia que pasa por los puntos A, C 
y el centro de la circunferencia circunscrita. 
Hallar | 4B |, si | BC | = 1. 

1.149. El punto M está alejado de los 
lados de un triángulo regular (de las rectas a 
las cuales pertenecen sus lados) a las distancias 
2, 3 y 6. Hallar el lado del triángulo regular, 
si se sabe que su área es menor de 14. 

1.150. El punto M se encuentra alejado 
de los lados del ángulo de 60” a las distancias 
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bajadas desde el M sobre los lados del ángulo 
se encuentran en los lados y no en sus prolon- 
-gaciones). La recta que pasa por M, interseca 
los lados del ángulo y corta un triángulo con 
un perímetro igual a 12. Hallar el área de 
este triángulo. 

1.151. En el rectángulo ABCD | AB | = 
= 4, |BC | = 3. Hallar el lado del rombo, 
uno de cuyos vértices coincide con A, y los 
otros tres se encuentran en los segmentos AB, 
BC y BD, respectivamente. 

1.152. El lado del cuadrado ABCD es igual 
a 1. Hallar el lado del rombo, uno de cuyos 
vértices coincide con A, el opuesto se encuen- 
tra sobre la recta BD y los dos restantes, sobre 
las rectas BC y CD. 

1.153. El ángulo agudo del paralelogramo 
ABCD es igual a a. Una circunferencia de ra- 
dio r pasa por los vértices A, B y C y corta las 
rectas AD y CD en los puntos M y N. Hallar 
el área del triángulo BMN. 

1,154. La circunferencia que pasa por los 
vértices A, B y C del paralelogramo ABCD 
corta las rectas AD y CD en los puntos M y 
N. El punto M está alejado de los vértices 
B,C y D a las distancias 4, 3 y 2, respectiva- 
mente. Hallar | MN |. 

- 1.155. En el triángulo ABC ZBAC = 

= n/6. Una circunferencia con el centro en A 
y el radio igual a la altura bajada sobre BC, 
divide el área del triángulo por la mitad. 
Hallar el ángulo máximo del triángulo ABC. 

1.156. En el triángulo isósceles ABC 4B= 
= 120. Hallar la cuerda común de la cir- 
cunferencia circunscrita alrededor del tri- 
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ángulo ABC, y de la circunferencia que pasa 
por el centro del círculo inscrito y los pies de 
las bisectrices de los ángulos A y C,si]| AC | = 
A 

1.157. El lado BC del triángulo ABC es 
igual a a, el radio de la circunferencia inscrita 
es igual a r. Detérminar los radios de dos cir- 
cunferencias iguales que son tangentes una a 
otra; además, una de éstas entra en contacto 
con los lados BC y BA, mientras que los lados 
BC y CA son tangentes a la otra. 

1.158. Una circunferencia de radio R tiene 
inscrito un trapecio. Las rectas que pasan por 
los extremos de una de las bases paralelamen- 
te a los lados, se intersecan en el centro de la 
circunferencia. El lado se ve desde el centro 
bajo un ángulo a. Hallar el área del trapecio. 

: 1.159. La hipotenusa de un triángulo rec- 
tángulo es igual a c. ¿Dentro de qué límites 
puede cambiar la distancia desde el centro del 
círculo inscrito hasta el punto de intersección 
de las medianas? 

1.160. Los lados de un paralelogramo son 
iguales a a y b (a + b). ¿Dentro de qué límites 
puede variar el coseno del ángulo agudo entre 
las diagonales? 

1.164. Por el punto M en el interior del 
triángulo ABC pasan tres rectas paralelas a 
los lados del triángulo. Los segmentos de 
rectas comprendidos en el interior del triángu- 
lo son iguales entre sí. Hallar las longitudes 
de estos segmentos, si los lados del triángulo 
son a, b y c. 

1.162. En el triángulo ABC se encuentran 
tres circunferencias iguales, cada una de las 
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cuales es tangente a dos lados del triángulo. 
Las tres circunferencias tienen un punto co- 
mún. Hallar los radios de estas circunferen- 
cias, si los radios de las circunferencias ins- 
erita y circunscrita del triángulo ABC son 
iguales a r y R. 

1.163. La mediana del triángulo ABC es 
AD, LDAC + ZABC = 90”. Hallar Z BAC, 
si se sabe que [|AB|+| AC |. 

1.164. Tres circunferencias de radios 1, 2 
y 3 entran en contacto entre sí exteriormente. 
Hallar el radio de la circunferencia que pasa 
por los puntos de tangencia de estas circun- 
ferencias. 

1.165. Un triángulo isósceles tiene inscri- 
to un cuadrado de área unitaria, cuyo lado se 
encuentra sobre la base del triángulo. Hallar 
el área del triángulo, si se sabe que los cen- 
tros de masas del triángulo y del cuadrado 
coinciden. 

1.166. El lado del triángulo equilátero 

ABC es igual a a. Sobre el lado BC se halla el 
punto D y sobre el AB se encuentra el punto 
E de manera que | BD | = a/3, |AE | = 
= |DE |. Hallar | CE |. 
1.167. En el triángulo rectángulo ABC 
desde el vértice del ángulo recto C están tra- 
zadas la bisectriz CL (| CL | = a) y la media- 
ma CM (|CM|=b). Hallar el área del 
triángulo ABC. 

1.168. Una circunferencia está inscrita en 
un trapecio. Hallar el área del trapecio, si se 
conocen la longitud a de una de las bases y los 
segmentos b y d, en los cuales se encuentra di- 
vidido por el punto de tangencia uno de los 
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lados (el segmento b es adyacente a la base 
dada a). 

1.169. Las diagonales de un trapecio son 
iguales a 3 y 5 y el segmento, que une los pun- 
tos medios de las bases, es igual a 2. Hallar el 
área del trapecio. 

1.170. Una circunferencia de radio 4 está 
inscrita en el triángulo ABC, en el cual cos B= 
= 0,8. Esta circunferencia entra en contacto 
con la línea media del triángulo ABC, parale- 
la al lado AC. Hallar la longitud del lado AC. 

1.171. El área del triángulo regular ABC 
es igual a S. Paralelas a sus lados y a una 
distancia igual de éstos están trazadas tres 
rectas que se intersecan en el interior del tri- 
ángulo y forman en la intersección el triángulo 
A,B,C, de área Q. Hallar la distancia entre 
los lados paralelos de los triángulos ABC y 
A,B,C;. 

1.172. Los lados AB y CD del cuadriláte- 
ro ABCD son perpendiculares y representan 
los diámetros de dos circunferencias iguales 
de radio r que entran en contacto. Encontrar 
el área del cuadrilátero ABCD, si |BC |: 

¿|AD]=k. 

1.173. Un ángulo, cuya magnitud es «a, 
tiene inscritas dos circunferencias que entran 
en contacto entre sí. Determinar la razón entre 
el radio de la circunferencia menor y el de la 
tercera circunferencia, tangente a las dos pri- 
meras y uno de los lados del ángulo. 

1.174. En el triángulo ABC sobre la línea 
media DE que es paralela a AB, como sobre el 
diámetro, está construida una circunferencia 
que corta los lados AC y BC en los puntos M 
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y N. Hallar | MN |, si |BC|=a, |4AC | = 
=D, VAB |=:0: 

1.175. La distancia entre los centros de 
dos circunferencias es igual a a. Hallar el lado 
del rombo, cuyos dos vértices opuestos per- 
tenecen a una circunferencia y los dos restan- 
tes, a la otra, si los radios de estas circun- 
ferencias son iguales a R y r. 

1.176. Hallar el área del rombo ABCD, 
si los radios de las circunferencias circunscri- 
tas alrededor de los triángulos ABC y ABD 
son iguales a R y r. 

1.177. Se da un ángulo de magnitud «a con 
el vértice en A, y el punto B a las distancias 
a y b de los lados del ángulo. Hallar | AB 1. 

1.178. Las alturas h, y hy del triángulo 
ABC están bajadas desde los vértices A y B; 
l es la longitud de la bisectriz del ángulo C. 
Hallar Z4.C. 

1.179. Alrededor de un triángulo rectán- 
gulo está circunscrita una circunferencia. Otra 
del mismo radio entra en contacto con los 
catetos de este triángulo: además, uno de los 
puntos de tangencia es el vértice del triángu- 
lo. Hallar la razón entre el área del triángulo 
y la de la parte común de los dos círculos 
dados. 

_ 1,180. En el trapecio ABCD |AB|= 
=|BC|=|CD |= a, |DA | = 2a. En las 
rectas AB y AD se toman los puntos £ y F, 
distintos de los vértices del trapecio, de mane- 
ra que el punto de intersección de las alturas 
del triángulo CEF coincida con el punto de 
intersección de las diagonales del trapecio 
ABCD. Hallar el área del triángulo CEF. 
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1.181. La altura del triángulo rectángulo 
ABC, bajada sobre la hipotenusa AB, es igual 
ah, D es la base de la altura, M y N, los pun- 
tos medios de los segmentos AD y DB. Hallar 
la distancia desde el vértice C hasta el punto 
de intersección de las alturas del triángulo 
CMN. 

1.182. ABCD es un trapecio isósceles con 
las bases AD y BC; |AB|=|CD|=a, 
JAC|=|BD|=b, |BC|=cC, M es un 
punto arbitrario del arco BC de la circunfe- 
rencia circunscrita alrededor de ABCD. Hallar 
|¡BM|+|MC| 
|AM| +|MDY" 

1.183. Los lados de un triángulo isósceles 
son iguales a 1, la base es a. El triángulo está 
inscrito en una circunferencia. Hallar la cuerda 
que corta los lados del triángulo y se divide 
por los puntos de intersección en tres segmen- 
tos iguales. 

1.184. MN es el diámetro de una circun- 
ferencia, |MN | =41, A y B son puntos de 
circunferencia dispuestos a un lado de MN, 
C se encuentra en la otra semicircunferencia. 
A es el punto medio de la semicircunferencia. 
| MB | = 3/5, la longitud del segmento for- 
mado por la intersección del diámetro MN 
con las cuerdas AC y BC es a. ¿A qué es igual 
la magnitud máxima de a? 

1.185. ABCD es un cuadrilátero convexo, 
M, el punto medio de AB, N, el punto medio 
de CD. Las áreas de los triángulos ABN y 
CDM son iguales y el área de su parte común 
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la razón 


es k veces menor que la de cada uno de éstos. 
Hallar la relación entre los lados BC y AD. 

1.186. ABCD es un trapecio isósceles 
(AD |1'BC), en el cual el ángulo agudo de la 
base mayor es igual a 60? y la diagonal es igual 
a V3. El punto M está alejado de los vértices 
A y D a las distancias 1 y 3, res ectivamente. 
Hallar | MC |. 


1.187. La bisectriz de cada uno de los 
ángulos de un triángulo corta el lado .opuesto 
en un punto equidistante de los puntos medios 
de los otros dos lados del triángulo. ¿Se dedu- 
ce de esto que el triángulo es regular? 

1.188. Dos lados de un triángulo son igua- 
 lesaa yb (a > b). Hallar el tercer lado, si se 
sabe que a +h,<b +h,, donde h, y h, 
son las alturas bajadas sobre los lados corres- 

pondientes. 
1.189. ABCD es un cuadrilátero convexo 
circunscrito alrededor de una circunferencia de 
diámetro 1. En el interior del cuadrilátero 
ABCD existe un punto M tal, que | MA |? + 
+ | MB 4 |MC P+|MD [? = 2. Hallar 
el área del cuadrilátero ABCD. 

1.190. ABCD es un cuadrilátero: | AB | = 
= a ABC Tb: CD =e, PDA [:= 4; 
A+ CAXAb+Yacx%d, M es un punto de 
la recta BD, equidistante de A y C. Hallar la 
relación |BM|:| MD 1. 

1.191. El lado menor del rectángulo ABCD 
es igual a 41. Examinemos cuatro circunferen- 
cias concéntricas con el centro en A que pasan 
por B, C, D, respectivamente, y el punto de 
intersección de las diagonales del rectángulo 
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ABCD. Se sabe que existe un rectángulo con 
vértices dispuestos en las circunferencias tra- 
zadas (un vértice en cada una). Demostrar que 
existe un cuadrado con vértices en las circun- 
ferencias trazadas. Hallar el lado de este 
cuadrado. 

1.192. Se da el triángulo ABC. Las per- 
pendiculares levantadas hacia AB y BC en 
sus puntos medios, cortan la recta AC en los 
puntos M y N de manera que | MN | = | AC |. 
Las perpendiculares trazadas a AB y AC en 
sus puntos medios cortan BC en los puntos K 


y L de manera que | XL | = > | BC |. Hallar 


el ángulo mínimo del triángulo ABC. 

1.193. En el lado 4B del triángulo ABC 
se toma un punto M de tal manera que la 
recta que une el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor de ABC con el punto de 
intersección de las medianas del triángulo 
BCM, es perpendicular a CM. Hallar la 
relación | BM |: |!BA |, si | BC |: | BAjli= 

1.194. En el cuadrilátero inscrito ABCD, 
en el que |4AB|=|BC |, K es el punto de 
intersección de las diagonales. Hallar | AB |, 
si | BK|=b,|DK]|= d. 

1.195. Interpretar geométricamente la ecua- 
ción 4 y los sistemas 2, 3 y 4. Solucionar la 
ecuación 1 y los sistemas 2 y 3. En el sistema 4 
hallar x+y+2: 


1) Va ta—arV 34 V y? + b2-byV 3+ 


+ Va+y2— xy V 3= Y a?2+b? (a >0,b>0). 
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2) ed 
y=V2-e4Y2-P 
> 

3) 124 y?=(a— 1)? + b?= a? - (b — y)?. 

4) (Ary ya? 
[iris 
224 22 5 12=a?4- 02, 


1.196. El lado de un cuadrado es igual a a, 
los productos de las distancias desde los vér- 
tices opuestos hasta la recta l son iguales entre 
sí. Hallar la distancia desde el centro del 
cuadrado hasta la recta /, si se sabe que nin- 
guno de los lados del cuadrado es paralelo a l. 

1.197. Uno de los lados del triángulo 
ABC es dos veces mayor que otro, además, 
ZLB=2ZC. Hallar los ángulos del tri- 
ángulo. 

1.198. Los lados iguales AB y AC del 
triángulo isósceles ABC son tangentes a una 
circunferencia. Supongamos que M es el punto 
de tangencia del lado 4B y N, el punto de 
intersección de la circunferencia con la base 
Sl Hallar | AN |, si | 4M|=a, | BM |= 

Í 199. ABCD es un oder en el 
cual |AB|=k|BC |, K y L, puntos de la 
recta CD (K pertenece al lado CD), y M, 
un punto de BC, además, AD es la bisectriz 
del ángulo KAL, AM, la bisectriz del ángulo 
KAB,|BM|=a,|DL | = bd. Hallar | AL |. 
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1.200. Se da un paralelogramo ABCD. La 
recta que pasa por el vértice C, corta las rectas 
AB y AD en los puntos K y L. Las áreas de 
los triángulos KBC y CDL son iguales a p y q. 
Hallar el área del paralelogramo ABCD. 

1.201. Se da una circunferencia de radio R 
y dos puntos A y B dispuestos en ella | AB | = 
= a. Dos circunferencias de radios x e y entran 
en contacto con la dada en los puntos A y B. 
Hallar: a) el segmento de la tangente exterior 
común a las dos últimas circunferencias, si 
ambas tienen contacto (interior o exterior) 
con la dada de manera igual; b) el segmento 
de la tangente interior común, si la circun- 
ferencia de radio x tiene contacto exterior con 
la dada y la circunferencia de radio y tiene 
contacto con la dada interiormente. 

1.202. En el triángulo ABC | AB | = 12, 
IBC | =413, | CA | = 15. Sobre el lado AC 
se toma el punto M de manera que los radios 
de las circunferencias inscritas en los triángu- 
los ABM y BCM sean iguales. Hallar la 
relación |4AM|:|MC |. 

1.203. Los radios de las circunferencias 
inscrita y circunscrita de un triángulo son igua- 
les a r y R, respectivamente. Hallar el área 
de éste, si se sabe que la circunferencia que 
pasa por los centros de las circunferencias ins- 
crita y circunscrita y por el punto de inter- 
sección de las alturas del triángulo, pasa, por 
lo menos, por uno de los vértices del trián- 
gulo. 

1.204. En el rectángulo ABCD | AB| = 


= 2a, |BC|=aV2. Sobre el lado AB 
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como sobre el diámetro está construido un 
semicírculo orientado hacia el exterior. Supon- 
gamos que M es un punto arbitrario de la 
semicircunferencia, que la recta MD corta 
AB en el punto N, y la recta MC, en el punto 
L. Hallar |4AL |? + | BN |? (problema de 
Fermat). 

1.205. Dos circunferencias de radios R 
y r son tangentes una a otra por interior. Hallar 
el lado de un triángulo regular, uno de cuyos 
vértices coincide con el punto de tangencia y 
los otros dos se encuentran sobre cada una de 
las circunferencias dadas. 

1.206. Dos circunferencias de radios R y r 
(R > r) tienen contacto exterior en el punto 
A. Por el punto B tomado en la circunferencia 
mayor pasa una línea recta tangente a la cir- 
cunferencia menor en. el punto C. Hallar 
IBC |, si JAB | = a. 

1.207. En el paralelogramo ABCD se 
encuentran tres circunferencias que entran 
en contracto entre sí de dos en dos, además, una 
de éstas también es tangente a los lados AB 
y BC, la otra, con AB y AD, y la tercera, con 
BC y AD. Hallar el radio de la tercera circun- 
ferencia, si la distancia entre los puntos de 
tangencia del lado AB es igual a a. 

1.208. Las diagonales del cuadrilátero 
ABCD se cortan en el punto M y el ángulo 
entre ést:.3 es igual a a. Sean O,, Oz, Os, Os 
los centros de las cuatro circunferencias cir- 
cunscritas alrededor de los triángulos ABM, 
BCM, CDM, DAM, respectivamente. Deter- 
minar la relación entre las áreas de los cuadri- 
láteros ABCD y 0,0,01/04. 
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1.209. Un paralelogramo de área S tiene 
trazadas las bisectrices de sus ángulos interio- 
res. El área del cuadrilátero obtenido como 
resultado de las intersecciones es igual a Q. 
Hallar la relación entre los lados del paralelo- 
gramo. 

1.210. En el lado AC del triángulo ABC 
se toma el punto M y en el lado BC, el punto 
N. Los segmentos AN y BM se intersecan en 
el punto O. Hallar el área del triángulo CMN, 
si las áreas de los triángulos OMA, OAB y 
OBM son iguales a S,, S,, Sg, respectiva- 
mente. 

1.211. El punto de intersección de las 
medianas de un triángulo rectángulo pertene- 
ce a la circunferencia inscrita en este triángu- 
lo. Hallar los ángulos agudos del triángulo. 

1.212. Una circunferencia inscrita en el 
triángulo ABC, divide la mediana BM en tres 
partes iguales. Hallar la relación |BC |: 
:|CA |: | AB 1]. 

1.213. En el triángulo ABC, la mediatriz 
del lado AB corta la recta AC en el punto M, 
y la mediatriz del lado AC corta la recta AB 
en el punto N. Se sabe que | MN | =|ÉEC | 
y la recta MN es perpendicular a la recta BC. 
Determinar los ángulos del triángulo ABC. 

1.214. El área del trapecio ABCD con las 
bases AD y BC es igual a S, | AD |: | BC | = 
= 3; en la recta que corta la prolongación de 
la base AD más allá del punto D, se encuentra 
el segmento EF de manera que A£ || DF, 
BE[CFy|AE|:|DF|=|CF]|:|BE|= 
= 2. Determinar el área del triángulo EFD. 

1.215. El lado BC del triángulo ABC es 
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igual a a, el radio del círculo inscrito es F. 
Hallar el área del triángulo, si el círculo ins- 
crito tiene contacto con la circunferencia 
construida sobre BC como sobre el diámetro. 

1.216. Se da un triángulo regular ABC 
con el lado a; BD es su altura. Sobre BD 
está construido el triángulo regular BDC, y 
sobre la altura BD, de este triángulo, el ter- 
cer triángulo regular BD,C,. Hallar el radio 
de la circunferencia circunscrita alrededor del 
triángulo CC,C,. Demostrar que su centro se 
encuentra en el lado del triángulo ABC (C, se 
encuentra fuera del triángulo ABC). 

1.217. Los lados de un paralelogramo son 
iguales a a y b (a + b). Por los vértices de los 
ángulos obtusos de este paralelogramo se tra- 
zaron las rectas perpendiculares a los lados. 
Estas rectas forman como resultado de la 
intersección un paralelogramo semejante al 
de partida. Hallar el coseno del ángulo agudo 
del paralelogramo dado. 

1.218. En el triángulo KLM se trazaron 
las bisectrices KN y LP que se cortan en el 
punto Q. El segmento PN tiene una longitud 
igual a 1 y el vértice M se encuentra sobre la 
circunferencia que pasa por los puntos N, P, 
Q. Hallar los lados y los ángulos del triángulo 
PNOQ. 

1.219. Sobre la diagonal AC de un cuadri- 
látero convexo ABCD se encuentra el centro 
de una circunferencia de radio r, la cual tiene 
contacto con los lados AB, AD y BC. En la 
diagonal BD se encuentra el centro de una 
circunferencia del mismo radio r que entra en 
contacto con los lados BC, CD y AD. Hallar 
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el área del cuadrilátero ABCD, sabiendo que 
las circunferencias indicadas son tangentes 
entre sí exteriormente. 

1.220. El radio de una circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del triángulo acutángulo 
ABC es igual a 1. Se sabe que en esta circun- 
ferencia se encuentra el centro de una circun- 
ferencia que pasa por los vértices A, C y el 
punto de intersección de alturas del triángulo 
ABC. Hallar | AC |. 

1.221. En el triángulo ABC se toman los 
puntos M, N yPiMyN, en los lados AC 
y BC; P, en el segmento MN, además, |4AM|: 
-2|MC|=|CN]|:|NB|=|MP |]: |PN |. 
Hallar el área del triángulo ABC, si las áreas 
de los triángulos AMP y BNP son iguales 
a T y Q. 

1.222. Se da una circunferencia de radio 
R y el punto 4 a la distancia a de su centro 
(a > R). Sea K el punto más próximo a A 
de la circunferencia. La secante que pasa por 
A, corta la circunferencia en los puntos M y 
N. Hallar | MN |, si el área del triángulo 
KMN es igual a S. 

1.223. En el triángulo isósceles ABC 
(14B| =. BC |) por el extremo E de la 
bisectriz AE se trazó una perpendicular a AE 
hasta la intersección con la prolongación del 
lado AC en el punto F (C se encuentra entre 
A y F). Se sabe que | 4C | =2m, | FC | = 
= m/4. Hallar el área del triángulo ABC. 

1.224. Dos triángulos regulares iguales 
ABC y CDE con el lado igual a 1 están dis- 
puestos en un plano de tal manera que tienen 
un solo punto común C y el ángulo BCD es 
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menos de 1/3. K es el punto medio de AC, L, 
el punto medio de C£, M, el punto medio de 
BD. El área del triángulo KLM es igual a 
V 3/5. Hallar | BD 1. 

1.225. Desde el punto X dispuesto fuera 
de la circunferencia, cuyo centro se encuen- 
tra en O, están trazadas dos tangentes KM 
y KN a esta circunferencia (M y N son los 
puntos de tangencia). En la cuerda MN se 
toma el punto € (| MC |<|CN |). Por el 
punto C, perpendicularmente al segmento OC, 
está trazada una recta que corta el segmento 
NK en el punto B. Se sabe que el radio de la 
circunferencia es igual a R, £MKN =0u y 
| MC | = b. Hallar | CB |. 

1.226. El pentágono ABCDE está inscrito 
en una circunferencia. Los puntos M, Q, N 
y P son los pies de las perpendiculares bajadas 
desde el vértice E, respectivamente, sobre los 
lados AB, BC, CD (o sobre sus prolongaciones) 
y la diagonal AD. Se sabe que | EP | =d 
y la relación entre el área del triángulo MOE 
y el área del triángulo PNE es igual a k. 
Hallar | EM 1. 

1.227. Se da un trapecio rectangular. Cier- 
ta recta paralela a sus bases lo corta en dos 
trapecios, en cada uno de los cuales se puede 
inscribir una circunferencia. Determinar las 
bases del trapecio de partida, si sus lados son 
iguales a c y d (d > c). 

1.228. En los lados KL y MN del trapecio 
isósceles KLMN se eligen respectivamente los 
puntos P y Q de tal manera que el segmento 
PQ resulte paralelo a las bases del trapecio. 
En cada uno de los trapecios KPQN y PLMQ 
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se puede inscribir una circunferencia, cuyos 
radios son iguales a R y r, respectivamente. 
Determinar las bases | LM | y |KN |. 

1.229. La bisectriz del ángulo A del trián- 
gulo ABC corta el lado BC en el punto D. 
Se sabe que |AB|—|BD|=a, |A4C]|+ 
+ |CD | = db. Hallar | AD |. 

1.230. Aprovechando el resultado del pro- 
blema anterior, demostrar que el cuadrado de 
la bisectriz del triángulo es igual al producto 
de los lados que la comprenden, menos el pro- 
ducto de los segmentos del tercer lado, en los 
cuales ésta se encuentra dividida por la bisec- 
triz. 

1.231. Se da una circunferencia de diáme- 
tro AB. La segunda circunferencia con el centro 
en A corta la primera circunferencia en los 
puntos C y D y el diámetro, en el punto £. 
El punto D no pertenece al arco CE; en éste 
se toma el punto M distinto de los puntos C 
y E. El rayo BM corta la primera circunfe- 
rencia en el punto VW. Se sabe que | CN | = 
=Aa,|DN | = bd. Hallar | MN |. 

1.232. El ángulo B del triángulo ABC 
es igual a 1/4, el ángulo C es igual a n/6. En 
las medianas BN y CN como sobre un diáme- 
tro están construidas las circunferencias que 
se cortan en los puntos P y Q. La cuerda PQ 
corta el lado BC en el punto D. Hallar la 
relación | BD |: | DC |. 

1.233. Sea AB el diámetro de una circun- 
ferencia; O, su centro, | AB | = 2R; C, un 
punto sobre la circunferencia; M, un punto 
sobre la cuerda AC. Desde M se baja la per- 
pendicular MN al diámetro AB y se levanta 
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la perpendicular a AC que corta la circunfe- 
rencia en el punto L (el segmento CL corta 
AB). Hallar la distancia entre el punto medio 
de 0 y el punto medio de CL, si | AN | = 


A 234. Alrededor del triángulo ABC está 
circunscrita una circunferencia. Una tangente 
a la circunferencia, que pasa por el punto B, 
corta la recta AC en el punto M. Hallar la 
relación | AM|:|MC |, si | AB|:|BC | = 
1.235. En una recta se encuentran sucesi- 
vamente los puntos A, B, C y D, además, 
¡AC|=0 |AB]|, | AD| =P]|AB]. PorA 
y B está trazada una circunferencia arbitra- 
ria, CM y DN son dos tangentes a esta cir- 
cunferencia (M y N son los puntos sobre la 
circunferencia, ubicados a distintos lados de 
la recta AB). ¿En qué razón la recta MN 
divide el segmento AB? 

1.236. ABCD es un cuadrilátero circuns- 
crito; los segmentos desde A hasta los puntos 
de tangencia son iguales a a; los segmentos 
desde C hasta los puntos de tangencia son 
iguales a b. ¿En qué razón la diagonal BD 
divide la diagonal AC? 

1.237. El punto X pertenece a la báse AD 
del trapecio ABCD, con la particularidad de 
que |JAK]|=A | AD |. Hallar la razón 
¡AM |: | MD |, donde M es él punto de in- 
tersección de AD con la recta que pasa por los 
“puntos de intersección de las rectas AB y CD 
y las rectas BK y AC. 

- Tomando A = 1/n (n= 1, 0 RAS 
batablecar el método de partición del segmento 
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dado en n partes iguales sólo con una regla, 
si se da una recta paralela a éste. 

1.238. En el triángulo rectángulo ABC, 
cuya hipotenusa AB es igual a c, sobre la 
altura CD como sobre el diámetro está cons- 
truida una circunferencia. Las tangentes a 
esta circunferencia que pasan por los puntos 
A y B entran en contacto con ésta en los puntos 
M y N y se cortan con su prolongación en el 
punto K. Hallar | MK |]. 

1.239. En los lados 4B, BC y CA del tri- 
ángulo ABC se toman los puntos C,, A, y 
B, de manera que | 4C,|:|C,B]|=1|BA,|: 
: |4,C] =]|CB,]|:1|B,4 | = k. En los lados 
A,B,, B,C, y C,A, se toman los puntos C., 
A, y B, de manera que | A,C,¿|: | C¿B, | = 
=|B,¡421:14,C,|=1|C,B21|:1B,41 | = 
= 1/k. Demostrar que el triángulo A,B.C, 
es semejante al triángulo ABC y hallar la 
razón de semejanza. 

1.240. En el triángulo ABC se dan los 
radios R y r de las circunferencias circuns- 
crita e inscrita. Sean A,, B,, C, los puntos de 
intersección de las bisectrices del triángulo 
ABC con la circunferencia circunscrita. Hallar 
la razón entre las áreas de los triángulos ABC 
y A,B,C,. 

1.241. Dos triángulos tienen los lados 
correspondientemente paralelos y sus áreas 
son £, y S,; además, uno de ellos está inscrito 
en el triángulo ABC y el otro está circunscrito 
alrededor del mismo. Hallar el área del tri- 
ángulo ABC. 

1.242. Determinar el ángulo A del tri- 
ángulo ABC, si se sabe que la bisectriz de 
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este ángulo es perpendicular a la recta que 
pasa por el punto de intersección de las altu- 
ras y el centro de la circunferencia circunscrita 
alrededor de este triángulo. 

1.243. Hallar los ángulos de un triángulo, 
si se sabe que la distancia entre el centro de 
una circunferencia circunscrita y el punto de 
intersección de las alturas es dos veces menor 
que el lado máximo y es igual al lado mínimo. 

1.244. Se da el triángulo ABC. Tomemos 
en el rayo BA un punto D de tal manera que 
IBD|=|BA | + ]|4C |. Sean K y M dos 
puntos en los rayos BA y BC, respectivamen- 
te, tales que el área del triángulo BDM es 
igual al área del triángulo BCK. Hallar 
LBEM, si ZBAC = q. 

1.245. En el trapecio ABCD el lado AB 
es perpendicular a AD y BC; además, | AB | = 
= V| AD |-1BC |. Sea E el punto de inter- 
sección de los lados no paralelos del trapecio; 
O, el punto de intersección de las diagonales; 
M, el punto medio de AB. Hallar 4. £0OM. 

1.246. En un plano se dan dos rectas que 
se intersecan en el punto O, y dos puntos A 
y B. Designemos los pies de las perpendicula- 
res bajadas desde A sobre las rectas dadas a 
través de M y N y los pies de las perpendicula- 
res bajadas desde B, a través de K y L, res- 
pectivamente. Hallar el ángulo entre las 
rectas MN y KL, si ZAOB = au < 90". 

1.247. Dos circunferencias entran en con- 
tacto entre sí interiormente en el punto A. 
Desde O, que es el centro de la circunferencia 
mayor, está trazado el rayo OB tangente a la 
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circunferencia menor en el punto C. Hallar 
ZBAC. 

1.248. En el interior del cuadrado ABCD 
se toma el punto M de manera que ZMAB = 
= 60%, 2MCD = 15”. Hallar ZMBC. 

1.249. En el triángulo ABC se conocen los 
ángulos: ZA =45”, ZB =15". En la pro- 
longación del lado AC más allá del punto C 
se toma el punto M de manera que | CM | = 
=2|4C |. Hallar AMB. 

1.250. En el triángulo ABC, cuyo ZB = 
= 60%, la bisectriz del ángulo A corta BC 
en el punto M. En el lado AC se toma un punto 
K de modo que ZAMK = 30”. Hallar ZOKC, 
donde O es el centro de la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del triángulo AMC. 

1.251. En el triángulo ABC |AB|= 
=|AC |, ZA =80". a) En el interior del 
triángulo se toma el punto M tal que 4 MBC = 
= 30%, £MCB = 10”. Hallar ZAMC. b) Fue- 
ra del triángulo se toma el punto P de manera 
que ZPBC = LPCA = 30” y el segmento 
BP corta el lado AC. Hallar 4 PAC. 

1.252. En el triángulo ABC ZB = 100", 
Z¿C = 65%; sobre AB se toma el punto M 
de modo que 4¿MCB = 55” y sobre AC, el 
punto N de tal manera que NBC = 80". 
Hallar £NMC. 

1.253. En el triángulo ABC |AB|= 
=|BC 1, B = 20%; sobre AB se toma el 
punto M de manera que ZMCA = 60” y sobre 
CB, el punto N de modo que NAC = 50". 
Hallar 2NMC. 

1.254. En el triángulo ABC ZB ="0", 
£C = 50%; sobre AB se toma el punto M 
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de manera que 2MCB = 40%, y sobre AC, 
el punto N de manera que ¿NBC = 50". 
Hallar 2 NMC. 

1.255. Supongamos que M y N son los 
puntos de tangencia de una circunferencia ins- 
crita con los lados BC y BA del triángulo 
ABC; K, el punto de intersección de la bisec- 
triz del ángulo A con la recta MN. Demostrar 
que ZAKC = 90". 

1.256. Sean P y Q dos puntos diferentes de 
una circunferencia circunscrita alrededor del 
triángulo ABC, tales que | PA |? = | PB |x 
x |PC 1,104 P=1/0QB |-1QC | (uno de los 
puntos se sitúa sobre el arco AB y el otro, 
sobre el arco AC). Hallar la diferencia 
LZPAB — £QAC, si la diferencia de los 
ángulos B y C del triángulo ABC es igual a a. 

1.257. En una circunferencia se toman dos 
puntos fijos A y B, UAB = q. Una circun- 
ferencia arbitraria pasa por los puntos A 
y B. Por A también está trazada una recta 
arbitraria l, que corta las circunferencias en 
los puntos C y D distintos a B (C se encuentra 
sobre la circunferencia dada). Las tangentes a 
las circunferencias en los puntos C y D (C y D 
son los puntos de tangencia) se intersecan en 
el punto M; N es un punto sobre l tal que 
ICN|=|AD| [DN |=|CA |. ¿Qué va- 
lores puede tomar 4CMN? 

1.258. Demostrar que si en el triángulo un 
ángulo es igual a 120", el triángulo formado por 
las bases de sus bisectrices es rectángulo. 

1.259. En el cuadrilátero ABCD ZDAB = 
= 150, LDAC + ZABD = 120, ZDBC — 
— L£ABD = 60. Hallar 4<BDC. 
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1.260. En el triángulo ABC |4AB|=1, 
AC | = 2. Hallar | BC |, si se sabe que las 
bisectrices de los ángulos exteriores A y C 
son iguales entre sí (se examinan los segmen- 
tos a partir del vértice hasta el punto de in- 
tersección de la bisectriz correspondiente con 
la recta, en la cual se encuentra el lado opuesto 
del triángulo). 

1.261. En el lado CB del triángulo ABC 
se toma el punto D de forma que |CD | = 
= q | AC |]. El radio de la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del triángulo ABC es R. 
Hallar la distancia entre el centro de la cir- 
cunferencia circunscrita alrededor del tri- 
ángulo ABC y el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del triángulo ADB. 

1.262. El triángulo rectángulo ABC (4C= 
= 90”) tiene una circunferencia circunscrita. 
Sea CD la altura del triángulo. La circunfe- 
rencia con el centro en D pasa por el punto 
medio del arco AB y corta AB en el punto M. 
Hallar |CM |, si |4B|=<c. 

1.263. Hallar el perímetro del triángulo 
ABC, si | BC | = a y el segmento de la recta 
tangente al círculo inscrito y paralela a BC, 
estando aquél comprendido en el interior del 
triángulo, es igual a b. 

1.264. En un triángulo se trazan tres rec- 
tas paralelas a sus lados y tangentes a la cir- 
cunferencia inscrita. Estas separan del tri- 
ángulo dado tres triángulos. Los radios de sus 
circunferencias circunscritas son iguales a 
Ri, Ra, Ra. Hallar el radio de la circunfe- 
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rencia circunscrita alrededor del triángulo 
dado. 

1.265. En una circunferencia de radio R 
están trazadas las cuerdas AB y AC. En AB 
o en su prolongación más allá del punto B 
se toma el punto M; la distancia entre éste y 
la recta AC es igual a | AC |. Análogamente, 
en AC o en su prolongación más allá del punto 
C se toma un punto N; la distancia de éste 
hasta la recta AB es | AB |. Hallar | MN |. 

1.266. Se da una circunferencia de radio 
R con el centro O. Las otras dos circunferen- 
cias son tangentes a la dada por el interior y se 
intersecan en los puntos A y B. Hallar la 
suma de los radios de dos últimas circunfe- 
rencias, si se conoce que Z04AB = 90", 

1.267. En un círculo de radio R se trazan 
dos cuerdas que se intersecan perpendicular- 
mente. Hallar: a) la suma de los cuadrados de 
los cuatro segmentos de estas cuerdas, resul- 
tantes al dividirlas por el punto de intersec- 
ción; b) la suma de los cuadrados de las cuer- 
das, si la distancia entre el centro de círculo 
y el punto de su intersección es igual a a. 

1.268. Vienen dadas dos circunferencias 
concéntricas con radios r y R (r< R). Por 
cierto punto P de la circunferencia menor se 
traza una recta que corta la circunferencia 
mayor en los.puntos B y C. La perpendicular 
a BC: en el punto P corta la circunferencia 
menor en el punto A. Hallar | PA l? + 
+ ho P+IPC IP. 

- 1.269. En un semicírculo, desde los extre- 
mos del diámetro se trazan dos cuerdas que se 
intersecan, Demostrar que la suma de los 
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productos resultantes al multiplicar toda la 
cuerda por el segmento de cada cuerda, adya- 
cente al diámetro, es igual al cuadrado de 
este último. 

1.270. Sean a, b, c y d las longitudes de los 
lados de un cuadrilátero inscrito (a y c son 
los lados opuestos), h,, Ry, he y h¿ son las 
distancias desde el centro del círculo circuns- 
crito hasta los lados correspondientes. Demos- 
trar que si el centro del círculo se encuentra 
en el interior del cuadrilátero, ah. + ch, = 
= ha + dh. 

1.271. Los lados opuestos del cuadrilátero 
inscrito en una circunferencia se intersecan en 
los puntos P y Q. Hallar | PO |, si las tangen- 
tes a la circunferencia trazadas desde P y OQ, 
son iguales a a y b. 

1.272. En una circunferencia de radio R 
está inscrito un cuadrilátero. Sean P, Q y M, 
respectivamente, los puntos de intersección 
de las diagonales de este cuadrilátero y de las 
prolongaciones de sus lados opuestos. Hallar 
los lados del triángulo. POM, si las distancias 
desde P, Q y M hasta el centro de la circun- 
ferencia son a, b y c 

1.273. El cuadrilátero ABCD está circuns- 
crito alrededor de una circunferencia de radio 
r. El punto de tangencia de la circunferencia 
con el lado AB parte este lado en los segmentos 
a y b, y el punto de tangencia de la circunfe- 
rencia con el lado AD parte éste en los seg- 
mentos a y c. ¿En qué límites puede variar r? 

1.274. Una circunferencia de radio r toca 
interiormente la circunferencia con radio R; 
A es el punto de tangencia. Una recta per- 


59 


pendicular a la línea de centros atraviesa una 
de las circunferencias dadas en el punto B 
y la otra, en el punto C. Hallar el radio de la 
circunferencia circunscrita alrededor del tri- 
ángulo ABC. 

1.275. Dos circunferencias con radios R 
y r se intersecan; A es uno de los puntos de 
intersección, BC, la tangente común (B y C 
son los puntos de tangencia). Hallar el radio 
de la circunferencia circunscrita alrededor del 
triángulo ABC. 

1.276. En el cuadrilátero ABCD | AB | = 
=a, [AD | = b; los lados BC, CD y AD 
entran en contacto con cierta circunferencia, 
cuyo centro se encuentra en el punto medio de 
AB. Hallar | BC |. 

1.277. En el cuadrilátero inscrito ABCD 
|AB|=a, | AD | = b (a > b). Hallar | BC |, 
si se sabe que BC, CD y AD son tangentes a 
cierta circunferencia, cuyo centro se encuentra 
sobre AB. 


* 


* + 
1.278. En el cuadrilátero convexo ABCD 
[AB'| =|]|4D |. En el interior del triángulo . 


ABC se toma el punto M tal que Z MBA = 
= ZADC, LMCA =Z ACD. Hallar ZMAC, 
si ZBAC=a, ZADC — ZLACD = q, 
[AM|<| AB]. | 

: 1.279. Dos circunferencias que se inter- 
secan, están inscritas en un ángulo; A es el 
vértice del ángulo, B, uno de los puntos de 
intersección de las circunferencias, C, el punto 
medio de la cuerda, cuyos extremos son los 
puntos de tangencia de la primera circunfe- 
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rencia con los lados del ángulo. Hallar 4 ABC, 
si se sabe que la cuerda común se ve desde el 
centro de la segunda circunferencia bajo el 


ángulo «. 
1.280. ABC es un triángulo isósceles; 
| AC | =|BC |, BD es la bisectriz y BDEF, 


un rectángulo. Hallar 4BAF, si ZBAE = 
= 120% 

1.281. El triángulo ABC tiene circunscrita 
una circunferencia con el centro en el punto O. 
La tangente a la circunferencia en el punto C 
se interseca en el punto K con la recta que 
divide por la mitad el ángulo B; además, el 
ángulo BKC es igual a la mitad de la diferen- 
cia del ángulo A triplicado y del ángulo C 
del triángulo. La suma de los lados AC y AB 
es igual a 2 + Y 3 y la de las distancias entre 
el punto O y los lados AC y AB es igual a 2. 
Hallar el radio de la circunferencia. 

1.282. Unos puntos simétricos a los vér- 
tices de un triángulo respecto de los lados 
opuestos, son vértices de un triángulo con los 


lados de Y 8, Y 8, V 14. Determinar los lados 
del triángulo de partida, si se sabe que sus lon- 
gitudes son diferentes. 

1.283. El ángulo comprendido entre la 
mediana y la altura que salen del ángulo A 
del triángulo ABC, es igual a a; el ángulo 
entre la mediana y la altura que parten del 
ángulo B, es igual a f. Hallar el ángulo entre 
la mediana y la altura que salen del ángulo C. 

1.284. El radio del círculo circunscrito al- 
rededor de un triángulo es R. La distancia 
desde el centro de este círculo hasta el punto 
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de intersección de las medianas del triángulo 
es d. Hallar el producto del área del triángulo 
dado y del triángulo formado por las rectas 
que pasan por sus vértices perpendicularmen- 
te a las medianas, las cuales parten de estos 
vértices. 

1.285. Los puntos 4,, As y As están sobre 
una misma recta, y los puntos A,, Az, Ag, 
sobre otra recta que se interseca con la prime- 
ra. Hallar el ángulo comprendido entre estas 
rectas, si se sabe que los lados del hexá- 
gono (posiblemente, con puntos múltiples) 
A,A¿A¿A¿A5A,4 son iguales entre sí. 

1.286. Dos circunferencias con los centros 
O, y O, tienen puntos de tangencia por interior 
con una circunferencia de radio R y centro O. 
Se sabe que |0,0, | = a. La recta tangente 
a las dos primeras circunferencias que corta el 
segmento 0,0), se interseca con sus tangentes 
exteriores comunes en los puntos M y N y con 
la circunferencia mayor en los puntos A y B. 
Hallar la razón |4B|:|MN |, si: a) el 
segmento 0,0, contiene el punto O; b) las 
circunferencias con los centros O, y O, entran 
en contacto una con otra. 

1.287. La circunferencia inscrita en el 
triángulo ABC tiene contacto con el lado AC 
* en el punto M y el lado BC en el punto N; 
La bisectriz del ángulo A corta la recta MN 
en el punto K, y la bisectriz del ángulo B 
corta la recta MN en el punto L. Demostrar 
que con ayuda de los segmentos MK, NL y 
KL se puede formar un triángulo. Hallar el 
área de este triángulo, si el área del triángulo 
ABC es $ y el ángulo C es a. 
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1.288. En los lados AB y BC. del cuadrado 
ABCD se toman dos puntos M y N de manera 
que [BM|+|BN|=|AB]|. Demostrar 
que las rectas DM y DN dividen la diagonal 
AC en tres segmentos que pueden formar un 
triángulo; además, uno de los ángulos de este 
triángulo es igual a 60". 

1.289. Viene dado el triángulo isósceles 
ABC; JAB|=|BC |, AD es la bisectriz. 
La perpendicular levantada hacia AD en el 
punto D corta la prolongación de AC en el pun- 
to E y los pies de las perpendiculares bajadas 
desde B y D sobre AC, en M y N, respectiva- 
mente. Hallar | MN |, si | 4£ | =a. 

1.290. Desde el punto A bajo el ángulo a 
parten dos rayos. En un rayo se toman dos 
puntos B y B, y en el otro, C y C,. Hallar la 
cuerda común de las circunferencias circuns- 
critas alrededor de los triángulos ABC y 
AB,C,, si |JAB|—|AC|=|AB, | — 

— AC, | =au. 

1.291. Supongamos que O es el centro de 
una circunferencia; C, un punto tomado en la 
circunferencia; M, el punto medio de OC. 
Los puntos A y B se encuentran en la circun- 
ferencia por un lado de la recta OC de manera 
que AMO = ZBMC. Hallar |AB|!, si 
|¡AM|—|BM|=a. 

1.292. Sean A, B y C tres puntos señala- 
dos sobre una recta. En AB, BC y AC como 
sobre diámetros están construidos tres semi- 
círculos por un lado de la recta. El centro de 
la circunferencia que toca los tres semicírculos, 
se encuentra a la distancia d de la recta AC. 
Hallar el radio de esta circunferencia. 
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1.293. En una circunferencia de radio R 
está trazada la cuerda AB. Sea M un punto 
arbitrario de la circunferencia. Tracemos en 
el rayo MA el segmento MN (| MN | = R) 
y en el rayo MB, el segmento MK, igual a 
la distancia desde M hasta el punto de inter- 
sección de las alturas del triángulo MAB. 
Hallar | VK |, si el menor de los arcos subten- 
sados por AB es igual a 2a. 

1.294. La altura bajada desde el vértice 
del ángulo recto de un triángulo sobre la hipo- 
tenusa divide el triángulo en dos triángulos, 
en cada uno de los cuales están inscritas sendas 
circunferencias. Determinar los ángulos y el 
área del triángulo formado por los catetos del 
triángulo inicial y la recta que pasa por los 
centros de circunferencias, si la altura del 
triángulo de partida es h. 

1.295. La altura de un triángulo rectán- 
.gulo bajada sobre la hipotenusa es h. Demos- 
trar que los vértices de los ángulos agudos del 
triángulo y las proyecciones del pie de la 
altura sobre los catetos se hallan en una misma 
circunferencia. Determinar la longitud de la 
cuerda cortada por esta circunferencia en la 
recta que contiene la altura, y los segmentos 
de la cuerda, en los cuales la divide la hipo- 
- tenusa. 

1.296. Una circunferencia de radio R es 
tangente a la recta 1 en el punto 4; AB es el 
diámetro de esta circunferencia, BC, una cuer- 
da arbitraria. Sea D el pie de la perpendicular 
bajada desde C sobre AB. El punto £ se en- 
cuentra en la prolongación de CD más allá 
del punto D, además, |ED | = | BC |]. Las 
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tangentes a la circunferencia, que pasan por 
E, cortan la recta 1 en los puntos K y N. 
Hallar | KN |. 

1.297. En el cuadrilátero convexo ABCD 
PAB|=a, JAD|=b, |BC|=p-—a, 
[DC | =p—b. Sea O el punto de inter- 
sección de las diagonales. Designemos por «a 
el ángulo BAC. ¿A qué tiende | 40 |, si 
a —> 0? 


ll. Problemas y teoremas selectos 
de planimetría 


$ 1. Teorema de Carnot 


IT.1. Se dan dos puntos A y B. Demostrar 
que el lugar geométrico de los puntos M tales 
que | 4M |? — | MB |? = k (donde k es un 
número dado), es una recta perpendicular a 
AB 


11.2. Supongamos que las distancias desde 
cierto punto M hasta los vértices A, B y C 
del triángulo ABC se expresan con los números 
a, b y c. Demostrar que cualquiera que sea 
d +0, no hay puntos del plano, cuyas distan- 
cias hasta los vértices se expresen en el mismo 
orden con los números Y a? + d, Vb? + d, 
Ve->+d. 

11.3. Teorema de Carnot. Demostrar que 
para que las perpendiculares bajadas desde 
los puntos A,, B, y C, sobre los lados BC, 
CA y AB del triángulo ABC se intersequen 
en un punto, es necesario y suficiente que 
|[4,1BP—1BC, PH 1C,A P=/|AB, P+ 
+ 1B,C P—1CA, P =0. 

I1.4. Demostrar que si las perpendiculares 
bajadas desde los puntos A,, B, y C, sobre los 
lados BC, CA y AB del triángulo ABC, res- 
pectivamente, se intersecan en un punto, asi- 
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mismo las perpendiculares bajadas desde los 
puntos A, B y C sobre las rectas B,C,, C¡A, y 
A,B, también se intersecan en un punto. 

11.5. Viene dado el cuadrilátero ABCD. 
Sean A,, B, y C, los puntos de intersección de 
las alturas de los triángulos BCD, ACD y ABD. 
Demostrar que las perpendiculares bajadas 
desde A, B y C sobre las rectas B,C,, C,A, y 
A,B,, respectivamente, se intersecan en un 
punto. 

11.6. Se dan dos puntos A y B. Demostrar 
que el lugar geométrico de los puntos M tales 
que kK| AM PP +1|BM P=d (k, l, d son 
números dados, k + 1 +0) es una circunfe- 
rencia con el centro en la recta AB, un punto 
o un conjunto vacío. 

11.7. Supongamos que A,, Az, ..., An 
son puntos fijos; k,, ka, ..., kn, números 
dados. Entonces el lugar geométrico de los 
puntos M tales que la suma k, | A,¡M ? + 
+ ko |A.MP+...+k,14,M |? es cons- 
tante, será: a) una circunferencia, un punto o 
un conjunto vacío, Si k, + k2a+...+kpx% 
2 0; b) una recta, un conjunto vacío o todo el 
plano, si k, +k2+...+kp =0. 

11.8. Se dan una circunferencia y el punto 
A fuera de ésta. Supongamos que una circun- 
ferencia que pasa por A, entra en contacto con 
la dada en el punto arbitrario B, y las tangen- 
tes a la segunda trazadas por los puntos A y B 
se intersecan en el punto M. Hallar el lugar 
geométrico de los puntos M. 

11.9. Se dan dos puntos A y B. Haltar el 
lugar geométrico de los puntos M tales que 
JAM|:|MB|=k>2%1. 
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11.10. Tres puntos A, B y C están en una 
recta (B se encuentra entre A y C). Tomemos 
una circunferencia arbitraria con el centro en 
B y designemos con M el punto de intersec- 
ción de las tangentes trazadas desde A y C 
a esta circunferencia. Hallar el lugar geométri- 
co de los puntos M tales que los puntos de 
tangencia de AM y CM con la circunferencia 
pertenezcan a los intervalos AM y CM. 

11.11. Se dan dos circunferencias. Hallar 
el lugar geométrico de los puntos M tales que 
la razón entre las longitudes de las tangentes 
trazadas desde M a las circunferencias dadas 
sea igual a la magnitud constante k. 

11.12. Supongamos que una recta corta 

una circunferencia en los puntos A y B y otra 
circunferencia lo hace en los puntos € y D. 
Demostrar que los puntos de intersección de 
las tangentes a la primera circunferencia, tra- 
zadas en los puntos A y B, con las tangentes 
trazadas a la segunda circunferencia en los 
puntos C y D (se examinan los puntos, en los 
cuales se intersecan las tangentes a diferentes 
circunferencias) se hallan en una circunferen- 
cia, cuyo centro se encuentra en la recta que 
pasa por los centros de las circunferencias 
dadas. 
* 11,13. Tomemos tres circunferencias, cada 
una de las cuales entra en contacto con un lado 
de un triángulo y las prolongaciones de los 
otros dos lados. Demostrar que las perpendicu- 
lares levantadas hacia los lados del triángulo 
en los puntos de tangencia de estas circunfe- 
rencias concurren en un punto. 

11.14. En el triángulo ABC examinemos 
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todos los pares posibles de los puntos M, y 
M, tales que |4M,|:]|BM,|:|CM,]= 
= | AM,¿1|:|BM,|: | CM, |]. Demostrar que 
todas las rectas M,M, pasan por un mismo 
punto fijo del plano. 

11.15. Las distancias del punto M hasta 
los vértices A, B y C del triángulo son iguales 
a 1, 2 y 3, respectivamente, y del punto M,, 
a 3, V 15 y 5, respectivamente. Demostrar que 
la recta MM, pasa por el centro de un círculo 
circunscrito alrededor del triángulo ABC. 

11.16. Sean A,, B,, C, los pies de las per- 
pendiculares bajadas desde los vértices A, B 
y C del triángulo ABC sobre la recta l. Demos- 
trar que las perpendiculares bajadas desde 
A,, B, y C, sobre BC, CA y AB, respectiva- 
mente, se intersecan en un punto. 

11.17. Se dan el triángulo regular ABC 
y el punto arbitrario D; A,, B, y C, son los 
centros de las circunferencias inscritas en los 
triángulos BCD, CAD y ABD. Demostrar que 
las perpendiculares bajadas desde los vértices 
A, B y C sobre B,C,, C,A, y A1B,, respectiva- 
mente, concurren en un punto. 

11,18. Se dan tres circunferencias que se 
intersecan de dos en dos. Demostrar que tres 
cuerdas comunes de estas circunferencias pasan 
por un mismo punto. 

11.19. Sobre las rectas AB y AC se toman 
los puntos M y N, respectivamente. Demos- 
trar que la cuerda común de las dos circunfe- 
rencias con diámetros CM y BN pasa por el 
punto de intersección de las alturas del trián- 
gulo ABC. 
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11.20. En un plano se da una circunferen- 
cia y el punto N. Sea AB una cuerda arbitra- 
ria de la circunferencia. Designemos con M 
el punto de intersección de la recta AB y de 
la tangente en el punto N a la circunferencia 
circunscrita alrededor del triángulo ABN. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos M. 

11.21. En el interior de una circunferencia 
se toma el punto A. Hallar el lugar geométrico 
de los puntos de intersección de las tangentes 
trazadas a la circunferencia en los extremos de 
todas las cuerdas posibles que pasan por el 
punto A. 

11.22. Se dan los números «a, f, y y k. 
Sean x, y, z las distancias del punto M tomado 
en el interior de un triángulo hasta sus lados. 
Demostrar que el lugar geométrico de los pun- 
tos M tales que ax + Py + yz = k es vacío, 
es un segmento o coincide con el conjunto de 
todos los puntos del triángulo. 

11.23. Hallar el lugar geométrico de los 

puntos M en el interior del triángulo dado 
y tales que las distancias desde M hasta los 
lados del triángulo dado pueden servir de 
lados de cierto triángulo. 
- 11.24. Sean Aj, B, y C, los puntos medios 
de los lados BC, CA y AB del triángulo ABC. 
En las perpendiculares bajadas desde cierto 
punto M sobre los lados BC, CA y AB, respec- 
tivamente, se toman los puntos A, Ba y C:.- 
Demostrar que las perpendiculares bajadas 
desde A,, B, y C,, respectivamente, sobre las 
rectas B,C a, CA, y 429B, se intersecan en un 
punto.. 

11.25. Se da la recta l y tres rectas l;, la 


69 


y 1, perpendiculares a l. Sean A, B y C tres 
puntos fijos en la recta /; A, es un punto 
arbitrario en l,; B,, en l,; C,, en l¿. Demostrar 
que si para cierta posición de los puntos A,, 
B, y C, las perpendiculares bajadas desde 
A, B y C sobre las rectas B,C,, C¡A, y A¡B,, 
respectivamente, concurren en un punto, en- 
tonces estas perpendiculares siempre se inter- 
secarán en un punto. 

11.26. 44,, BB,, CC, son las alturas del 
triángulo ABC, Az, B, y C¿son las proyeccio- 
nes de A, B y C, respectivamente, sobre B,C,, 
C,¡A, y A4,B,. Demostrar que las perpendicula- 
res bajadas desde A», B, y C,, respectivamen- 
te, sobre BC, CA y AB se intersecan en un 
punto. 


$ 2. Teoremas de Ceva y de Menelao. 
Problemas afines 


11.27. Demostrar que el área del triángulo, 
cuyos lados son iguales a las medianas del 
triángulo dado, constituye 3/4 de área del 
triángulo dado. 

11.28. En el paralelogramo ABCD, la rec- 
ta paralela a BC corta AB y CD, respectiva- 
mente, en los puntos E y F; la recta paralela 
a AB corta BC y DA, respectivamente, en los 
puntos G y H. 

Demostrar que las rectas EH, GF y BD 
se_intersecan en un punto o son patiiea. 

¡ 11.29.14, B, C y D son cuatro puntos fijos 
en la recta l. Por A y B están trazadas arbi- 
trariamente dos rectas paralelas; por C y P, 
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otras dos rectas paralelas. Las rectas trazadas 
forman un paralelogramo. Demostrar que las 
diagonales de este paralelogramo cortan / en 
dos puntos fijos. 


11.30. En el cuadrilátero ABCD O es el 
punto de intersección de las diagonales AC y 
BD; M, un punto en AC tal, que | AM | = 
= |OC |; N, un punto en BD tal, que 
IBN |=|0D |; K y Lson los puntos medios 
de AC y BD. Demostrar que las rectas ML, 
NWK, así como la recta que une los puntos de 
intersección de las medianas de los triángulos 
ABC y ACD, se intersecan en un punto. 


T. 31. En el lado BC del triángulo ABC 
se toman los puntos A, y A.,, simétricos respec- 
to al punto medio de BC. De la misma mane- 
ra, en el lado AC se toman los puntos B, y B, 
y en el lado AB, C, y C¿. Demostrar que los 
triángulos A,B,C, y 42B,C, son equivalentes 
y los centros de masas de los triángulos A,B,C,, 
A,B,C, y ABC se hallan en una misma recta. 

11.32. Por M que es el punto de intersec- 
ción de las medianas del triángulo ABC, está 
trazada una recta que corta los lados AB y 
AC en los puntos K y L, respectivamente, y la 
prolongación de BC en el punto P (C se en- 





1 

.cuentra entre P y B). Demostrar que MK] = 
= TM] Y 1MPT + 

11.33. Por el punto de intersección de las 
diagonales del cuadrilátero ABCD se traza 
una recta que corta AB en el punto M y CD 
en el punto N. Por M y ÑN se trazan las rectas 
paralelas a CD y AB, respectivamente, que 
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cortan AC y BD en los puntos E y F. Demos- 
trar que BE || CF. 

11.34. En el cuadrilátero ABCD, en las 
rectas AC y BD se toman, respectivamente, los 
puntos K y M de manera que BK || AD, 
AM || BC. Demostrar que KM || CD. 

11.35. Sea E un punto arbitrario en el lado 
AC del triángulo ABC. Por el vértice B tra- 
cemos una recta arbitraria l. La recta que pasa 
por E en paralelo a BC, corta l en el punto NV 
y la paralela a AB atraviesa 1 en el punto M. 
Demostrar que AN || CM. 


xk 
*k * 


11.36. Los lados de un cuadrilátero conve- 
xo están divididos en (2n + 1) partes iguales 
cada uno. Los puntos correspondientes de di- 
visión de los lados opuestos están unidos entre 
sí. Demostrar que el área del cuadrilátero cen- 
tral constituye 1/(2n + 1)? parte del área de 
todo el cuadrilátero. 

11.37. La recta que pasa por los puntos 
medios de las diagonales AC y BC del cuadri- 
látero ABCD corta los lados AB y DC, respec- 
tivamente en los puntos M y N. Demostrar 
que Socm = Samy» Aquí y más adelante S 
designa el área de la figura señalada en el su- 
bíndice. 

11.38. En el paralelogramo ABCD, los vér- 
tices A, B, C y D están unidos con los puntos 
medios de los lados CD, AD, AB y BC, res- 
pectivamente. Demostrar que el área del 
cuadrilátero formado por estas rectas constituye 
1/5 parte del área del paralelogramo. 
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11.39. Demostrar que el área del octágono 
formado por las rectas que unen los vértices de 
un paralelogramo con los puntos medios de los 
lados opuestos, es igual a 1/6 parte del área 
del paralelogramo. 

11.40. En los lados AC y BC del triángulo 
ABC hacia el exterior están construidos dos 
paralelogramos ACDE y BCFG. Las prolon- 
gaciones de DE y FD se A atoriecan en el punto 
H. Sobre el lado AB está construido el para- 
lelogramo ABML, cuyos lados AL y BM son 
iguales y paralelos a HC. Demostrar que el 
paralelogramo ABML es equivalente a la su- 
ma de los paralelogramos construidos sobre AC 
y BC. 

11.41. Por los extremos de la base menor 
de un trapecio están trazadas dos rectas para- 
lelas que cortan la base mayor. Las diagonales 
del trapecio y estas rectas dividen el trapecio 
en siete triángulos y un pentágono. Demostrar 
- que la suma de las áreas de tres triángulos adya- 
centes a los lados y a la base menor del tra- 
pecio, es igual al área del pentágono. 

11.42. Sea ABCD un paralelogramo; el 
punto £ se halla en la recta AB; F, en la recta 
AD (Bb, en el segmento A£'; D, en el segmento 
AF), K es el punto de intersección de las rec- 
- tas ED y FB. Demostrar que los cuadriláte- 
ros ABKD y CEKF son equivalentes. 


* 
* * 


11.43. Examinemos el triángulo arbitrario 
ABC. Sean Aj, B,, C, tres puntos en las rectas 
BC, CA, AB, respectivamente. Introduzcamos . 
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las designaciones siguientes: 
|AC1| |BA1| 1CBj| 


KZ y 


[CB] "14101" 1BLAÍ ” 
*  senZACC,; senZBAA; sen Z.CBB, 


— senZC¡CB senZ A¡4AC+ senZ B¡BA * 


Demostrar que R = R*, 

11.44. Teorema de Ceva. Para que las rec- 
tas AA,, BB,, CC, se intersequen en un punto 
(o las tres sean varalelas): es necesario y sufi- 
ciente que R = 1 (véase el problema 11.43) y, 
además, entre los tres puntos A,, B,, C, uno 
o los tres puntos se hallen en los lados del tri- 
ángulo ABC, y no en las prolongaciones de sus 
lados. 

11.45. Teorema de Menelao. Para que los 
puntos A,, B,, C, se hallen en una recta, es 
necesario y suficiente que R = 1 (véase el 
problema 11.43) y, además, entre los tres pun- 
tos A,, B,, C, ninguno o dos puntos se sitúen 
en los lados del triángulo ABC y no en sus 
prolongaciones. 

Observación. Es posible en vez de la rela- 


€ 7 AC . r 
ción 7 al y otras examinar la razón entre los 
1 





segmentos dirigidos, que designaremos con 
AC, 





y determinar de la manera siguiente: 





CB * 
ACI |_|4C1| ACj 
CB TB > a gg es positiva cuando los 


vectores AC, y CB tienen la dirección igual, 
y negativa, si éstos nenen: direcciones Opues- 


tas (55 e 
Ñ C,¡B 
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dispuestos en una ho Es fácil ver que la 











ACi 
CB se halla 


en el segmento AB, y a si C, se en- 
cuentra fuera de AB. especialmente, en vez 
de R examinaremos el producto de las razo- 
nes de los segmentos dirigidos que designare- 


mos con R. Luego introduzcamos los ángulos 
dirigidos. Por Xx ACC,, etc. entenderemos un 
ángulo, al cual debe girar CA alrededor de C 
en el sentido contrario al movimiento de las 
agujas del reloj hasta que el rayo CA coincida 
con el rayo CC,. Ahora, en vez de R* exami- 


nemos R*, o sea, el producto correspondiente 
de las razones de los senos de los ángulos di- 
rigidos. 

Ahora hace falta formular de nuevo los 
problemas 11.43, 11.44 y 11.45. 


43*. Demostrar que R = R*, 

44*, Teorema de Ceva. Para que las rectas 
AA,, BB,, CC, se intersequen en un punto (0 
sean paralelas), es necesario y suficiente que 
R =1. 

45*. Teorema de Menelao. Para que los pun- 

tos As, B,, C, se hallen en una recta, es necesa- 


rio y suficiente que R =-4. 


11.46. Demostrar que si tres rectas que pa- 
san por los vértices de un triángulo, se inter- 
secan en un mismo punto, entonces las rectas 
simétricas a aquéllas respecto a las bisectrices 
correspondientes del triángulo, también con- 
curren en un mismo punto o son paralelas. 
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11.47. Supongamos que O es un punto ar- 
bitrario en un plano, M y N, los pies de las 
perpendiculares bajadas desde el punto O 
sobre las bisectrices de los ángulos interior y 
exterior A del triángulo ABC; P y Q están 
definidos de manera análoga para el ángulo 
B;, R y T, para el ángulo C. Demostrar que las 
rectas MN, PQ y RT se intersecan en un pun- 
to o son paralelas. 

11.48. Supongamos que O es el centro de 
la circunferencia inscrita en el triángulo ABC, 
Ao, Bo, Cy son los puntos de tangencia de esta 
circunferencia con los lados BC, CA, AB, res- 
pectivamente. En los rayos OA y, OBo, OC, se 
toman, respectivamente, los puntos L, M, K 
que se encuentran a distancia igual de O. 
a) Demostrar que las rectas AL, BM y CK 
concurren en un punto. b) Sean 4,, B,, C, las 
proyecciones de A, B, C sobre una recta arbi- 
traria l que pasa por O. Demostrar que las 
rectas A,L, B,M y C,K se intersecan en un 
punto. 

11.49. Para que las diagonales AD, BE 
y CF del hexágono ABCDEF inscrito en una 
circunferencia concurran en un punto, es ne- 
cesario y suficiente que se cumpla la igualdad 
¡AB]-|CD|-|EF | =|BC |-|DE |-| FA |. 

11.50. Demostrar que: a) las bisectrices de 
los ángulos exteriores del triángulo cortan 
las prolongaciones de los lados opuestos de 
éste en tres puntos- dispuestos en una recta; 
b) las tangentes a la circunferencia circunscrita 
alrededor del triángulo, trazadas por los 
vértices de éste, cortan sus lados opuestos en 
tres puntos dispuestos en una recta. 
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11.51. Una circunferencia corta el lado AB 
del triángulo ABC en los puntos C, y C.,, el 
lado CA, en los puntos B, y Ba, el lado BC, en 
los puntos A, y A. Demostrar que si las rec- 
tas AA,, BB, y CC, se intersecan en un punto, 
las rectas AA), BB, y CC, también lo hacen 
en un punto. 

11.52. En los lados AB, BC y CA del trián- 
gulo ABC se toman los puntos C,, A, y B,. 
Supongamos que C, es el punto de intersección 
de las rectas AB y A,B,; A, es el punto de in- 
tersección de las rectas BC y B,C,; B, es el 
punto de intersección de las rectas AC y A,C;. 
Demostrar que si las rectas AA,, BB, y CC, 
concurren en un punto, los puntos A», B, y Ca 
se hallan en una recta. 

11.53, Una recta corta los lados AB, BC y 
la prolongación del lado AC del triángulo ABC, 
respectivamente, en los puntos D, E y F. De- 
- mostrar que los puntos medios de los seg- 
mentos DC, AE y BF se encuentran en una 
recta (recta de Gauss). 

11.54, Viene dado el triángulo ABC. De- 
finamos en el lado BC el punto A, de la manera 
siguiente: A, es el punto medio. del lado KL 
del pentágono regular MKLNP, cuyos vértices 
K y L se hallan en BC y los vértices M y N, 
en AB y AC, respectivamente. De manera aná- 
loga, en los lados AB y AC están definidos los 
puntos C, y B,. Demostrar que las rectas AA), 
BB, y CC, concurren en un punto. 

11.55. Se dan tres círculos que no se inter- 
secan, y entre los cuales no hay dos que se 
corten. Designemos con A,, Az, As tres puntos 
de intersección de las tangentes interiores co- 
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muhes a dos cualesquiera de aquéllos, y con 
Bi, Ba, By, los puntos correspondientes de in- 
tersección de las tangentes exteriores. Demos- 
trar que estos puntos se sitúan en cuatro rectas, 
tres puntos en cada una (4,,4,, By; Aj, Bo, 
As; B,, As, Ay; B,, Bo, Ba). 

11.56. Demostrar que si las rectas que pa- 
san por los vértices A, B y C del triángulo 
ABC paralelamente a las rectas B,C,, C,¡A;, 
y A¡B,, respectivamente, se intersecan en un 
punto, entonces también las rectas que pasan 
por A,, B, y C, paralelamente a las rectas BC, 
CA y AB, igualmente se intersecan en un pun- 
to (o son paralelas). 

11.57. En el triángulo ABC, M es un punto 
arbitrario del plano. Las bisectrices de los dos 
ángulos formados por las rectas AM y BM 
cortan la recta AB en los puntos C, y C, (C, se 
halla en el segmento AB); de la misma manera 
en BC y CA se definen los puntos A, y A», B, 
y B,. Demostrar que A,, 42, B,, Ba, Cy, Ca 
se sitúan por tres en cada una de las cuatro 
rectas. 

11.58. En los lados BC, CA y AB del tri- 
ángulo ABC se toman los puntos A,, B,, C,, 
respectivamente, y en los lados B,C,, C¡A,, 
A,B, del triángulo 4,B,C,, A», B,, C,. Se sabe 
que las rectas AA,, BB,, CC, concurren en un 
punto, así como las rectas 4,4), B,B,, C,C, 
se intersecan en un punto. Demostrar que las 
rectas AA2, BB,, CC, concurren en un punto 
(o son paralelas). 

11.59. Supongamos que ABCD es un 
cuadrilátero, P, el punto de intersección de BC 
y AD, Q, el punto de intersección de CA y BD, 
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R es el punto de intersección de AB y CD. 
Demostrar que los puntos de intersección de 
BC y OR, de CA y RP, de AB y PO se hallan 
en una recta. 

11.60. En un lado del ángulo con el vérti- 
ce O se toman los puntos A,, Az, As, Aa y 
en otro, B,, Ba, By, B,. Las rectas A,¡B, y 
AB, concurren en el punto N y las rectas 
AB, y AB, en el punto M. Demostrar que 
para que los puntos O, N y M se hallen en una 
recta, es necesario y suficiente el cumplimiento 
de la igualdad 

OB, OB, BB, 0A; 0Az 4344 


OB,' OB, B,B, 0Az OA, AA * 
(Véase la observación a los problemas 11.43, 
11,44, 11.45). 

11.61. En los lados BC, CA y AB del trián- 
gulo ABC se toman los puntos A, y A», B, y 
B», C, y Cy, respectivamente, de manera que 
- AA,, BB, y CC, concurren en un punto y A4,, 
BB, y CC, también se intersecan en un punto. 
Demostrar que: a) los puntos de intersección 
de las rectas A,B, y AB, B,C, y BC, C¡A, y 
CA se sitúan en la recta l,. De la misma ma- 
nera los puntos A, B, y C, definen la recta la; 
b) el punto A, punto de intersección de las 
- rectas l, y l,, así como el de intersección de las 
rectas B,C, y B,C¿ se hallan en una recta; 
c) los puntos de intersección de las rectas BC 
y B,C,, CA y C¿Aj,, AB y AjB, se sitúan en 
una recta. 

11.62. Una recta arbitraria corta las rectas 
AB, BC y CA en los puntos K, M y L, respec- 
tivamente, y las rectas A,B,, B,C, y C,A,, en 
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los puntos K,, M, y L,. Demostrar que si las 
rectas A¡M, B,L y C,K concurren en un punto, 
entonces las rectas AM,, BL, y CK, también 
se intersecan en un punto. 

11.63. Se dan el triángulo ABC y el punto 
D. Los puntos E, F y G se hallan, respectiva- 
mente, en las rectas AD, BD y CD, K es el 
punto de intersección de AF y BE, L, el punto 
de intersección de BG y CF, M, el punto de in- 
tersección de CE y AG. En los puntos P, Q 
y R se intersecan DK y AB, DL y BC, DM y 
AC, respectivamente. Demostrar que las seis 
rectas AL, EQ, BM, FR, CK y GP se interse- 
can en un punto. 

11.64. Los puntos designados con letras 
iguales A y A,, B y B,,C y C, se sitúan simé- 
tricamente respecto a la recta l; N es un punto 
arbitrario en l. Demostrar que las rectas AN, 
BN, CN cortan respectivamente las rectas 
B,C,, C¡4,, 4,B, en tres puntos dispuestos en 
una recta. 

11.65. Sean A,, 43, As tres puntos en una 
recta; Az, Ay, Ag, en otra. Demostrar que tres 
puntos, en los cuales se intersecan de dos en dos 
las rectas A¡A2 y A44;5, 4243 y As4de, Aska 
y As4, se hallan en una recta (teorema de Pap- 
pus). 


$ 3. Lugares geométricos de puntos 


11.66. Por el punto de intersección de dos 
circunferencias se traza urfa recta que por se- 
gunda vez corta las circunferencias en dos 
puntos A y B. Hallar el lugar geométrico de 
los puntos medios de los segmentos AB. 
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11.67. Se dan el punto A y la recta 1; B es 
un punto arbitrario de /. Hallar el lugar geo- 
métrico de los puntos M tales que ABM sea 
un triángulo regular. 

11.68. Se da el triángulo regular ABC. En 
las prolongaciones de sus lados AB y AC más 
allá de los puntos B y C se toman los puntos D 
y E de tal manera que |BD|.|CE |] = 
= | BC |?. Hallar el lugar geométrico de los 
puntos de intersección de las rectas DC y BE. 

11.69. Se dan tres puntos A, B y C en 

una recta; D es un punto arbitrario del plano 
que no se encuentra en esta recta. Tracemos 
por C las rectas paralelas a AD y BD hasta la 
intersección con las rectas BD y AD en los 
puntos P y Q. Hallar el lugar geométrico de los 
pies M de las perpendiculares bajadas desde C 
sobre PQ, y encontrar todos los puntos D, pa- 
ra los cuales M es un punto fijo. 
11.70. En el lado AC del triángulo ABC 
se toma el punto K y en la mediana BD, el 
punto P de tal manera que el área del triángu- 
lo APK es igual al área del triángulo BPC. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos de 
intersección de las rectas AP y BK. 

11.71. Por el punto dado O en el interior 
de un ángulo prefijado pasan dos rayos que 
forman el ángulo establecido a. Supongamos 
que el primer rayo corta un lado del ángulo en 
el punto A, mientras que el segundo corta el 
otro lado del ángulo en el punto B. Hallar el 
lugar geométrico de los pies de las perpendicu- 
lares bajadas desde O sobre la recta AB. 

11.72. En una circunferencia están traza- 
dos dos diámetros AC y BD mutuamente per- 
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pendiculares. P es un punto arbitrario de la 
circunferencia, PA corta BD en el punto £. 
La recta que pasa por £ paralelamente a AC 
concurre con la recta PB en el punto M. Ha- 
llar el lugar geométrico de los puntos M. 

11.73. Se dan un ángulo, cuyo vértice se 
encuentra en el punto M, y el punto B. Una 
circunferencia arbitraria que pasa por M y B, 
corta los lados del ángulo en los puntos C y D 
(distintos de M). Hallar el lugar geométrico 
de los centros de masas de los triángulos MCD. 

11.74. Uno de los vértices de un rectángulo 
se encuentra en un punto dado, los otros dos 
que no pertenecen a un lado, en dos rectas 
prefijadas mutuamente perpendiculares. Hallar 
el lugar geométrico de los cuartos vértices de 
semejantes rectángulos. 

11.75. Sea A uno de los dos puntos de in- 
tersección de dos circunferencias dadas; por 
el otro punto de intersección está trazada una 
recta arbitraria que corta una circunferencia 
en el punto B y a la otra, en el punto C, dife- 
rentes de los puntos comunes de estas circun- 
ferencias. Hallar el lugar geométrico: a) de 
los centros de las circunferencias circunscritas 
alrededor de ABC; b) de los centros de masas 
del triángulo ABC; c) de los puntos de inter- 
sección de las alturas del triángulo ABC. 

11.76. Sean B y C dos puntos fijos de una 
circunferencia dada; A es un punto variable 
de la misma circunferencia. Hallar el lugar 
geométrico de los pies de las perpendiculares 
bajadas desde el punto medio de AB sobre AC. 

11.77. Hallar el lugar geométrico de los 
puntos de intersección de las diagonales en los 
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rectángulos, cuyos lados (o sus prolongaciones) 
pasan por cuatro puntos dados del plano. 

11.78. Se dan dos círculos tangentes inte- 
riormente en el punto 4. La tangente al cír- 
culo menor corta la circunferencia mayor en 
los puntos B y C. Hallar el lugar geométrico 
de los centros de las circunferencias inscritas 
en los triángulos ABC. 

11.79. Vienen dadas dos circunferencias 
que se.intersecan. Hallar el lugar geométrico 
de los centros de los rectángulos con vértices 
en estas circunferencias. 

11.80. Sobre la mesa de billar redonda, en 
el punto A distinto del centro, se halla una 
bola elástica, cuyas dimensiones pueden des- 
preciarse. Indicar el lugar geométrico de los 
puntos 4, desde los cuales se pueda dirigir la 
bola elástica de manera que ésta, evitando el 
centro de la mesa de billar, acierte en el punto 
A después de tres rebotes de su baranda. 
11.81. Por un punto equidistante de dos 
rectas paralelas dadas está trazada una recta 
que corta estas rectas en los puntos M y N. 
Hallar el lugar geométrico de los vértices P 
de los triángulos equiláteros MNP. 

11.82. Se dan dos puntos A y B y la recta 1. 
Hallar el lugar geométrico de los centros de las 
circunferencias que pasan por A y B y cortan 
la recta 1. 

11.83. Se dan dos puntos O y M. Deter- 
minar: a) el lugar geométrico de los puntos del 
plano, que puedan servir de uno de los vérti- 
ces de un triángulo con el centro del círculo 
circunscrito en el punto O y con el centro de 
masas en el punto M; b) el lugar geométrico 
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de los puntos del plano, que puedan servir de 
uno de los vértices de un triángulo obtusán- 
gulo con el centro del círculo circunscrito en el 
punto O y el centro de masas en el punto M. 

11.84. Una circunferencia tiene inscrito un 
triángulo regular. Hallar el lugar geométrico 
de los puntos de intersección de las alturas de 
todos los triángulos posibles inscritos en esta 
misma circunferencia, cuyos dos lados sean 
paralelos a dos lados del triángulo regular 
dado. 

11.85. Hallar el lugar geométrico de los 
centros de todos los rectángulos posibles cir- 
cunscritos alrededor de un triángulo dado. 
(Llamaremos circunscrito al rectángulo, si uno 
de los vértices del triángulo coincide con el 
vértice del rectángulo, mientras que los dos 
otros se hallan en dos lados del rectángulo 
que no contienen este vértice.) 

11.86. Se dan dos cuadrados con los lados 
correspondientemente paralelos. Determinar el 
lugar geométrico de los puntos M, tales que 
para cualquier punto P del primer cuadrado se 
encuentre un punto Q del segundo, tal que el 
triángulo MPQ sea regular. Sean a y b los 
lados del primero y del segundo cuadrados, 
respectivamente. ¿Para qué relación entre a 
y b el lugar geométrico buscado de los puntos 
no es vacío? 

11.87. En el interior de un triángulo dado 
hallar el lugar geométrico de los puntos M, 
para cada uno de los cuales para cualquier 
punto N que yace en la frontera del triángulo, 
pueda encontrarse un punto P en su interior o 
en la frontera, tal que els área del triángulo 
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MNP no sea inferior a 1/6 parte del área del 
triángulo dado. 

11.88. Se dan dos puntos A e /. Hallar el 
lugar geométrico de los puntos B_ tales que 
exista el triángulo ABC con el centro del 
círculo inscrito ubicado en el punto 7, todos los 
ángulos del cual son inferiores a «a (60% < 
< a < 905. 

11.89. Los puntos A, B y C se encuentran 
en una recta (B se encuentra entre A y C). 
Hallar el lugar geométrico de los puntos M 
tales que ctg Z AMB + ctg Z BMC = k. 

11.90. Se dan dos puntos A y O. Hallar el 
lugar geométrico de los puntos B tales que 
exista el triángulo acutángulo ABC, para el 
cual Q es el centro de masas. 

11.91. Se dan dos puntos A y H. Hallar el 
lugar geométrico de los puntos B tales que 
exista el triángulo ABC, para el cual H es el 
punto de intersección de las alturas y todos los 
ángulos del cual son superiores a a (a < 1/4). 

11.92. En un plano vienen dados dos rayos. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos del 
plano equidistantes de estos rayos. (La dis- 
tancia desde un punto hasta el rayo es igual a 
la distancia desde este punto hasta el punto 
del rayo, más próximo a aquél.) 

11.93. Se dan un ángulo y una circunfe- 
rencia con el centro en el punto O, inscrita en 
este ángulo. Una recta arbitraria es tangente a 
la circunferencia y corta los lados del ángulo 
en los puntos M y N. Hallar el lugar geomé- 
trico de los centros de las circunferencias cir- 
eunscritas alrededor de los triángulos MON. 

11.94, Se dan dos circunferencias, con sen- 
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dos puntos A y B equidistantes del punto me- 
dio del segmento que une sus centros. Hallar 
el lugar geométrico de los puntos medios de los 
segmentos AB. 

11.95. Sobre el segmento dado AB tome- 
mos un punto arbitrario M y examinemos dos 
cuadrados AMCD y MBEF dispuestos por un 
lado de AB. Circunscribamos alrededor de 
estos cuadrados las circunferencias y designe- 
mos con NV su punto de intersección, distinto 
de M. Demostrar que: a) AF' y BC se intersecan 
en N; b) MN pasa por un punto fijo del plano. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos medios 
de los segmentos que unen los centros de los 
cuadrados. 

11.96. Se dan una circunferencia y el pun- 
to A. Sea M un punto arbitrario de la circun- 
ferencia. Hallar el lugar geométrico de los 
puntos de intersección de la mediatriz trazada 
al segmento AM y la tangente a la circunfe- 
rencia que pasa por M. 

11.97. Dos circunferencias entran en con- 
tacto en el punto A. Una recta que pasa por 4, 
corta por segunda vez estas circunferencias en 
los puntos B y C, la otra, en los puntos B, y 
C, (B y B, se sitúan en una misma circunfe- 
rencia). Hallar el lugar geométrico de los 
puntos de intersección de las circunferencias 
circunscritas alrededor de los triángulos ABC 
y ABC,. 

tl .98. Hallar el lugar geométrico de los 
vértices de los ángulos rectos de todos los 
triángulos rectángulos isósceles posibles, los 
extremos de cuyas hipotenusas se sitúan en dos 
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11.99. Los lados de un triángulo dado son 
diagonales de tres paralelogramos. Los lados 
de estos paralelogramos son paralelos a dos 
rectas: l y p. Demostrar que las tres diagona- 
les de estos paralelogramos, distintas de los 
lados del triángulo, concurren en el punto M. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos M, 
si l y p son dos rectas arbitrarias mutuamente 
perpendiculares. 

11.100. Supongamos que B y C son dos 
puntos fijos de una circunferencia, A, un punto 
arbitrario de esta circunferencia, H, el punto 
de intersección de las alturas del triángulo 
ABC y M, la proyección de H sobre la bisec- 
triz del ángulo BAC. Hallar el lugar geo- 
métrico de puntos M. 

11.101. En el triángulo dado ABC sea D 
un punto arbitrario en la recta BC. Las rectas 
que pasan por D paralelamente a AB y AC, 
cortan AC y AB en los puntos E y F. Hallar 
el lugar geométrico de los centros de las cir- 
cunferencias que pasan por los puntos D, 
E y F. 

11.102. En el triángulo regular dado ABC 
hallar el lugar geométrico de los puntos M en 
el interior de este triángulo tales, que 
Z¿MAB + ZMBC + ZMCA = a/2. 

11.103. En el interior de un triángulo se 
toma un punto M tal, que existe una recta l 
que pasa por M y divide el triángulo dado en 
dos partes de manera que, dada la transforma- 
ción simétrica respecto a l, una parte se en- 
cuentra en el interior o en la frontera de la 
otra. Hallar el lugar geométrico de puntos M., 
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$ 4. Triángulo. Triángulo y circunferencia 


11.104. Desde el vértice A del triángulo 
ABC están bajadas las perpendiculares AM y 
AN sobre las bisectrices de los ángulos exterio- 
res del triángulo (B y C). Demostrar que el 
segmento MN es igual al semiperímetro del 
triángulo ABC. 

11.105. En el triángulo ABC está trazada 
la altura BD, AN es la perpendicular a AB 
y CM, la perpendicular a BC; además, 
JAN |=|DC|, [CM | =]|4D |. Demos- 
trar que M y N son equidistantes del vér- 
tice B. 

11.106. Demostrar que para cualquier tri- 
ángulo rectángulo el radio de la circunferencia 
que entra en contacto con sus catetos y la 
circunferencia circunscrita (por dentro) es igual 
al diámetro de la circunferencia inscrita. 

11.107. Demostrar que si un lado del tri- 
ángulo yace sobre un plano recto fijo y el pun- 
to de intersección de las alturas coincide con 
el punto fijo, la circunferencia circunscrita 
alrededor de este triángulo también pasa por 
el punto fijo. 

11.108. En el triángulo dado ABC sean 
A,, B, y C, los puntos de la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor de ABC, diametralmente 
opuestos a los vértices A, B y C. Tracemos por 
A,, B, y C, unas rectas paralelas a BC, CA y 
AB. Demostrar que el triángulo formado por 
estas rectas es homotético al triángulo ABC 
con la razón 2 y el centro en el punto de inter- 
sección de las alturas del triángulo ABC. 

11.109. Demostrar que las proyecciones del 
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pie de la altura del triángulo sobre los lados 
que la comprenden, y sobre las otras dos altu- 
ras se hallan en una recta. 

11.110. En la prolongación del lado AB 
del triángulo ABC. más allá del punto B se 
toma el punto D de tal manera que | BD | = 
= | CB |. De la misma manera, en la prolon- 
gación del lado CB más allá del punto B se 
toma el punto F de modo que | BF | =|AB |. 
Demostrar que los puntos A, C, D y F se 
hallan en una circunferencia, cuyo centro se 
encuentra en la circunferencia circunscrita al- 
rededor del triángulo ABC. 

11.111. Tres circunferencias que se inter- 
secan, pasan por el punto HA. Demostrar que H 
es el punto de intersección de las alturas de 
un triángulo, cuyos vértices coinciden con los 
otros tres puntos de intersección de dos en dos 
de las circunferencias. 

11.112. Sea P un punto arbitrario de la 
- circunferencia circunscrita alrededor de un 
rectángulo. Dos rectas que pasan por P en 
paralelo a los lados del rectángulo, cortan los 
lados de éste o sus prolongaciones en los pun- 
tos K, L, M y N. Demostrar que N es el punto 
de intersección de las alturas del triángulo 
KLM. Demostrar también que los pies de las 
alturas del triángulo KLM, distintas de P, 
se hallan en las diagonales del rectángulo. 

11.113. El triángulo ABC tiene trazadas 
las bisectrices AD, BE y CF. Una recta per- 
pendicular a AD, que pasa por el punto medio 
de AD, corta AC en el punto P. Otra recta 
perpendicular a BE, que pasa por el punto 
medio de BÉ, corta AB en el punto Q. Por 
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fin, la tercera recta perpendicular a CF, que 

pasa por el punto medio de CF, corta CB en 

el punto R. Demostrar que los triángulos 
DEF y POR son equivalentes. 

11.114. En el triángulo isósceles ABC 

(| AB|=1BC |), D es el punto medio de 

, la proyección de D sobre BC, F, el 

punto medio de DE. Demostrar que las rectas 
BF y AE son perpendiculares. 


11.115. La circunferencia inscrita en el 
triángulo ABC entra en contacto con los lados 
AB y AC en los puntos C, y B,, mientras que 
la circunferencia que tiene contacto con el 
lado BC y las prolongaciones de AB y AC, es 
tangente a las rectas AB y AC en los puntos 
Co y B,. Sea D el punto medio de BC. La 
recta AD se interseca con las rectas B,C,' y 
B,C, en los puntos E y F. Demostrar que 
BECF es un paralelogramo. 


11.116. El triángulo ABC tiene trazada la 
bisectriz del ángulo interior AD. Construya- 
mos una tangente l al círculo circunscrito en el 
punto A. Demostrar que la recta trazada por 
D paralelamente a l es tangente a la circunfe- 
rencia inscrita en el triángulo ABC. 

11.117. En el triángulo ABC se traza una 
recta que corta los lados AC y BC en los pun- 
tos M y N de manera que | MN | = |AM | + 
+ | BN |. Demostrar quetodas las rectas de 
este género son tangentes a una misma circun- 
ferencia. 

11.118. Demostrar que los puntos simétri- 
cos al centro del círculo circunscrito alrededor 
de un triángulo, respecto a los puntos medios 
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de sus medianas, se hallan en las alturas del 
triángulo. 

11.119. Demostrar que si la altura de un 
triángulo es Y 2 veces mayor que el radio del 
círculo circunscrito, la recta que une los pies 
de las perpendiculares bajadas desde el pie de 
esta altura sobre los lados que la comprenden, 
pasa por el centro del círculo circunscrito. 

11.120. Supongamos que ABC es un trián- 
gulo rectángulo (4C = 90%), CD, la altura, K, 
un punto del plano; además, | AK | = | AC |. 
Demostrar que el diámetro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del triángulo ABK, el 
cual pasa por el vértice A, es perpendicular a 
la recta DK. 


11.121. Por el vértice A del triángulo ABC 
se traza una recta paralela a BC; en esta recta 
se toma el punto D de modo que | AD | = 
= | AC | + | AB |; el segmento DB corta el 
lado AC en el punto £. Demostrar que la recta 
trazada por £ paralelamente a BC, pasa por el 
centro de la circunferencia inscrita en el tri- 
ángulo ABC. 

11.122. Dos circunferencias pasan por el 
vértice de un ángulo y un punto que se halla en 
la bisectriz. Demostrar que los segmentos de 
los lados del ángulo, comprendidos entre las 
circunferencias, son iguales. 

11.123. Se dan el triángulo ABC y el punto 
D. Las rectas AD, BD y CD se intersecan por 
segunda vez con la circunferencia circunscrita 
alrededor del triángulo ABC en los puntos 
A,, B, y C;,, respectivamente. Examinemos dos 
circunferencias: la primera pasa por A y Aj 
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y la segunda, por B y B,. Demostrar que los 
extremos de la cuerda común de estas dos 
circunferencias y los puntos C y C, se hallan 
en una circunferencia. 

11.124. Por los vértices 4, B y C del trián- 
gulo ABC están trazadas tres rectas paralelas 
l,, la y la. Demostrar que las rectas simétricas 
a l,, lo y l;,, respectivamente, en cuanto a las 
bisectrices de los ángulos A, B y C, concurren 
en un punto dispuesto en la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del triángulo ABC. 

11.125. Demostrar que si M es un punto 
en el interior del triángulo ABC y las rectas 
AM, BM y CM pasan, respectivamente, por 
los centros de las circunferencias circunscritas 
alrededor de los triángulos BMC, CMA y 
AMB, M es el centro de la circunferencia ins- 
crita en el triángulo ABC. 

11.126. En los lados BC, CA y AB del 
triángulo ABC se toman los puntos 4;,, B, 
y C,, respectivamente. Sea M un punto arbi- 
trario del plano. La recta BM corta por se- 
gunda vez la circunferencia que pasa por Aj, 
B y C, en el punto B,, la recta CM corta la 
circunferencia que pasa por A,, B, y C, en 
el punto C.,, y la recta AM corta la circunfe- 
rencia que pasa por A, B, y C,, en el punto 
A,. Demostrar que los puntos A», Ba, C, y 
M se encuentran en una circunferencia. 

11.127. Sea A, un punto simétrico al punto 
de tangencia de la circunferencia inscrita en 
el triángulo ABC con el lado BC, respecto a la 
bisectriz del ángulo 4. De manera análoga 
se determinan los puntos B, y C,. Demostrar 
que las rectas AA,¡, BB,, CC, y la recta que 
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pasa por los centros de las circunferencias ins- 
crita y circunscrita del triángulo ABC, con- 
curren en un punto. 

11.128. Sean A4,, BB,, CC, las alturas 
del triángulo ABC. Una recta perpendicular a 
AB corta AC y A;¡C, en los puntos K y L£. 
Demostrar que el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del triángulo KLB, se 
halla en la recta BC. 

11.129. Cuatro circunferencias iguales que 
se intersecan, pasan por el punto A. Demos- 
trar que tres segmentos, los extremos de cada 
uno de los cuales difieren de A y son puntos de 
intersección de dos circunferencias (los lados 
opuestos de cada segmento no pertenecen a una 
circunferencia), concurren en un punto. 

11.130. En el triángulo rectángulo ABC el 

ángulo C es recto, O es el centro de la circun- 
ferencia inscrita, M, el punto de tangencia de 
la circunferencia inscrita con la hipotenusa; 
la circunferencia con el centro en M que pasa 
por O, se interseca con las bisectrices de los 
ángulos A y B en los puntos K y L distintos 
de O. Demostrar que K y L son centros de las 
circunferencias inscritas en los triángulos ACD 
y BCD, donde CD es la altura del triángulo 
ABC... 
11.131. Demostrar que en el triángulo ABC 
la bisectriz del ángulo 4, la línea media, pa- 
ralela a AC, y la recta que une los puntos de 
tangencia de la circunferencia inscrita con los 
lados CB y CA, se cortan en un punto. 

11.132. Demostrar que tres rectas que pa- 
san por los pies de dos alturas del triángulo, 
los extremos de dos de sus bisectrices y dos 
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puntos de tangencia de la circunferencia inscri- 
ta con sus lados (todos los puntos se hallan en 
dos lados del triángulo), se cortan en un punto. 

11.133. En los lados BC, CA y AB del 
triángulo ABC se toman los puntos A,, B, y 
C,, respectivamente, de tal manera que las 
rectas AA,, BB, y CC, se corten en un punto. 
Demostrar que si A4, es la bisectriz del ángulo 
B,A,C,, entonces AA, es la altura del trián- 
gulo ABC. 

11.134. En los lados BC, CA y AB del 
triángulo ABC se toman, respectivamente, los 
puntos A,, B, y C, de manera que ZAA,C = 
= ZBB,A = ¿CC,B (los ángulos se miden 
en un solo sentido). Demostrar que el centro 
de la circunferencia circunscrita alrededor del 
triángulo limitado por las rectas A4,, BB, y 
CC,, coincide con el punto de intersección de 
las alturas del triángulo ABC. 

11.135. Los vértices del triángulo 4,B,C, 
se hallan en las rectas BC, CA y AB (A, se 
encuentra en BC; B,, en CA; C,, en AB). 
Demostrar que si los triángulos ABC y A,B.,C, 
son semejantes (son homólogos los vértices A y 
A,, B y B,, C y C;), el punto de intersección 
de las alturas del triángulo A,B,C, es el centro 
de la circunferencia circunscrita alrededor del 
triángulo ABC. ¿Será cierta la afirmación in- 
versa? 

11.136. En cada lado de un triángulo se 
toman dos puntos de manera que los seis seg- 
mentos que unen cada punto con el vértice 
opuesto, son iguales entre sí. Demostrar que los 
puntos medios de estos seis segmentos se 
hallan en una circunferencia. 
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11.137. En los rayos AB y CB del trián- 
gulo ABC están trazados los segmentos 
| AM|=|CN | = p, donde p es el semipe- 
rímetro del triángulo (B se halla entre A y M, 
así como entre C y N). Sea K el punto de la 
circunferencia circunscrita alrededor de ABC, 
diametralmente opuesto a B. Demostrar que 
la perpendicular bajada desde K sobre MN 
pasa por el centro de la circunferencia ins- 
crita. 

11.138. Desde cierto punto de la circun- 
ferencia circunscrita alrededor de un triángulo 
equilátero ABC están trazadas las rectas para- 
lelas a BC, CA y AB, que cortan CA, AB y 
BC en los puntos M, N y Q, respectivamente. 
Demostrar que M, N y Q se hallan en una 
recta. 

11.139. Demostrar que tres rectas simé- 
tricas a una recta arbitraria que pasa por el 
- punto de intersección de las alturas de un tri- 
ángulo, respecto a los lados de éste, se cortan 
en un punto. 

11.140. Teorema de Leibniz. Supongamos 
que M es un punto arbitrario del plano, G, 
el centro de masas del triángulo ABC. Enton- 
ces se cumple la igualdad 3|MG |? = 
=|MA P + | MB [4 ¡MC [? — 


— FUABR+IBCP+I1CA l. 


11.141. Supongamos que ABC es un tri- 
ángulo regular con el lado a, M, cierto punto 
del plano que se halla a la distancia d del 
centro del triángulo ABC. Demostrar que el 
área del triángulo, cuyos lados son iguales a 
los segmentos MA, MB y MC, se expresa por 
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medio de la fórmula S = Le | a? — 3d ?1. 


11.142. Se dan dos triángulos regulares: 
ABC y 4,B,C,. Hallar el lugar geométrico de 
los puntos M tales que dos triángulos forma- 
dos por los segmentos MA, MB, MC y MA,, 
MB,, MC,, respectivamente, sean equivalen- 
tes. 

11.143. En los rayos AB y CB del triángulo 
ABC se trazan los segmentos AK y CM iguales 
a AC. Demostrar que el radio de la circunfe- 
rencia circunscrita alrededor del triángulo 
BKM, es igual a la distancia entre los centros 
de las circunferencias inscrita y circunscrita 
del triángulo ABC, mientras que la recta KM 
es perpendicular a la recta que une los centros 
de las circunferencias inscrita y circuns- 
crita. 

11.144. Por un vértice del triángulo está 
trazada una recta perpendicular a la recta que 
une los centros de las circunferencias inscrita 
y circunscrita. Demostrar que esta recta for- 
ma con los lados del triángulo dado dos trián-: 
gulos, sin incluir el de partida, para los cuales 
la diferencia de los radios de las circunferen- 
cias circunscritas es igual a la distancia entre 
los centros de las circunferencias inscrita y cir- 
cunscrita del triángulo inicial. 

11.145. Demostrar que si las longitudes de 
los lados del triángulo forman la progresión 
aritmética, entonces: a) el radio del círculo 
inscrito es igual a 1/3 de la altura bajada sobre 
el lado medio; b) la recta que une el centro de 
masas del triángulo con el centro del círculo 
inscrito, es paralela al lado medio; c) la 
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bisectriz del ángulo interior, opuesto al lado 
medio, es perpendicular a la recta que une los 
centros de los círculos inscrito y circunscrito; 
d) para todos los puntos de esta bisectriz, la 
suma de las distancias hasta los lados del tri- 
ángulo es constante; e) el centro de la circun- 
ferencia inscrita, los puntos medios de los la- 
dos máximo y mínimo y el vértice del ángulo 
formado por éstos, se hallan en una circunfe- 
rencia. 

11.146. Sea K el punto medio del lado BC 
del triángulo ABC, M, el pie de la altura ba- 
jada sobre BC. La circunferencia inscrita en el 
triángulo ABC tiene contacto con el lado BC 
en el punto D; la circunferencia exinscrita que 
entra en contacto con las prolongaciones de 
AB y AC y el lado BC, es tangente a BC en 
el punto £. La tangente común a estas circun- 
ferencias, distinta de los lados del triángulo, 
corta la circunferencia que pasa por K y Mi, 
en los puntos F' y G. Demostrar que los puntos 
D, E, F y Gse hallan en una circunferencia. 


* 
* * 


11.147. Demostrar que el centro de masas 
del triángulo, el punto de intersección de 
las alturas y el centro del círculo circunscrito 
se hallan en una recta (recta de Euler). 

11.148. ¿Qué lados corta la recta de Euler 
en los triángulos acutángulo y obtusángulo? 

11.149. Sea K un punto simétrico al cen- 
tro de la circunferencia circunscrita alrededor 
del AABLC, respecto al lado BC. Demostrar que 
la recta de Euler en el triángulo ABC divide el 
segmento AK por la mitad. 
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11.150. Demostrar que en la recta de Euler 
en el triángulo ABC existe un punto P tal, 
que las distancias desde los centros de masas de 
los triángulos ABP, BCP, CAP, respectiva- 
mente, hasta los vértices C, A y B son iguales 
entre sí. 

11.151. Sea P un punto interior al triángu- 
lo ABC, tal que los ángulos APB, BPC y CPA 
son iguales a 120” (suponemos que los ángulos 
del triángulo ABC son menores de 120%). De- 
mostrar que las rectas de Euler en los trián- 
gulos APB, BPC y CPA se cortan en un punto. 

Observación. Al resolver este problema, se 
aprovecha el resultado del problema 11.296. 

11.152. Demostrar que la recta que une los 
centros de las circunferencias inscrita y circuns- 
crita de un triángulo dado, es la recta de Euler 
en el triángulo con vértices en los puntos de 
tangencia de la circunferencia inscrita con los 
lados del triángulo dado. 


. os 

11.153. Demostrar que los pies de las per- 
pendiculares bajadas desde un punto arbitrario 
de la circunferencia circunscrita alrededor de 
un triángulo, sobre los lados de éste, se hallan 
en una recta (recta de Simson). 

11.154. Demostrar que el ángulo compren- 
dido entre las rectas de Simson que correspon- 
den a dos puntos de una circunferencia, se mi- 
de por la mitad del arco entre estos puntos. 

11.155. Sea M un punto de la circunferen- 
cia circunscrita alrededor del triángulo ABC. 
La recta que pasa por M es perpendicular a 
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BC y corta por segunda vez la circunferencia 
en el punto N. Demostrar que la recta de Sim- 
son que corresponde al punto M, es paralela a 
la recta AÑ. 

11.156. Demostrar que la proyección del 
lado AB del triángulo ABC sobre la recta de 
Simson que corresponde al punto M, es igual 
a la distancia entre las proyecciones del punto 
M sobre los lados AC y BC. 

11.157. Sean AA,, BB,, CC, las alturas del 
triángulo ABC. Las rectas AA,, BB,, CC, 
cortan por segunda vez la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del triángulo ABC en 
los puntos A», Ba, C¿, respectivamente. Las 
rectas de Simson que corresponden a los puntos 
As, Bo, Cy, forman el triángulo A:3B;3C3 (As 
es el punto de intersección de las rectas de Sim- 
son que corresponden a los puntos B, y Co, 
etc.). Demostrar que los centros de masas de 
los triángulos A,B,C, y ABC; coinciden, 
mientras que las rectas AzA3, B2B3 y C¿C3 
se cortan en un punto. 

11.158. Supongamos que A,, B, y C, son 
puntos en la circunferencia circunscrita alre- 
dedor del triángulo ABC, tales que UAA, + 
+ UBB, + UCC, = 2kx (todos los arcos se 
miden en un sentido; k es un número entero). 
Demostrar que las rectas de Simson de los 
puntos A,, B, y C, respecto al triángulo ABC 
se cortan en un punto. 

11.159. Demostrar que la tangente a una 
parábola en su vértice es la recta de Simson 
en un triángulo formado al intersecar tres 
e tangentes cualesquiera a la misma pará- 
bola. 
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11.160. Demostrar que los puntos medios 
de los lados del triángulo, los pies de las altu- 
ras y los puntos medios de los segmentos de 
las alturas desde los vértices hasta el punto de 
su intersección se hallan en una circunferencia, 
o sea, en «la circunferencia de los nueve puntos» 
(teorema de Euler). 

11.161. Supongamos que HP es el punto de 
intersección de las alturas de un triángulo, D, 
el punto medio de cualquier lado, XK, uno de 
los puntos de intersección de la recta HD 
con la circunferencia circunscrita (D se encuen- 
tra entre HA y K). Demostrar que D es el pun- 
to medio del segmento HXK. 

11.162. Supongamos que M es el punto de 
intersección de las medianas de un triángulo, 
E, el pie de cualquier altura, F, uno de los 
puntos de intersección de la recta ME con la 
circunferencia circunscrita (M se encuentra 
entre E y F). Demostrar que |FM | = 
=2|EM | 

11.163. La altura bajada sobre el lado BC 
del triángulo ABC corta la circunferencia cir- 
cunscrita en el punto A,. Demostrar que la 
distancia desde el centro de la circunferencia 
de los nueve puntos hasta el lado BC es igual 


1 
a 7144; |. 


11.164. En el triángulo ABC, AA, es la 
altura, H, el punto de intersección de las altu- 
ras. Sea P un punto arbitrario de la circunfe- 
rencia circunscrita alrededor del triángulo 
ABC, M, un punto en la recta HP, tal que 
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|AP|.|HAM| =]HA,|-| HA | (1 se halla 
en el segmento MP, si el triángulo ABC es 
acutángulo y fuera de éste, si es un triángulo 
obtusángulo). Demostrar que M se sitúa en la 
circunferencia de los nueve puntos del trián- 
gulo ABC. 

11.165. En el triángulo ABC, BK es la 
altura, BL, la mediana, M y N, proyecciones 
de los puntos A y C sobre la bisectriz del án- 
gulo B. Demostrar que los puntos K, L, M y N 
se hallan en una circunferencia, cuyo centro se 
dispone en la circunferencia de los nueve pun- 
tos del triángulo ABC. 

11.166. Sean HAZ el punto de intersección de 
las alturas de un triángulo, F, un punto arbi- 
trario de la circunferencia circunscrita. De- 
mostrar que la recta de Simson, la cual corres- 
ponde al punto F, pasa por uno de los puntos 
de intersección de la recta FH con la circun- 
ferencia de los nueve puntos (véanse los pro- 
blemas 11.153, 11.159). 

11.167. Supongamos que les una recta ar- 
bitraria que pasa por el centro de la circunfe- 
rencia circunscrita alrededor del triángulo 
ABC; A,, B, y C, son las proyecciones de A, 
B y C sobre l. Tracemos por A, una recta per- 
pendicular a BC, por B,, otra recta perpendi- 
cular a AC y por C,, la tercera recta perpendi- 
cular a AB. Demostrar que estas tres rectas se 
intersecan en un punto dispuesto en la circun- 
ferencia de los nueve puntos del triángulo 
ABC. 

11.168. En el triángulo ABC, AA,, BB, 
y CC, son sus alturas. Demostrar que las rectas 
de Euler de los triángulos AB,C,, A¡BC,, 
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A,B,C se cortan en un punto P tal de la cir- 
cunferencia de los nueve puntos, para el cual 
uno de los segmentos PA,, PB,, PC, es igual 
a la suma de otros dos segmentos (problema de 
Victor Thebault). 

11.169. Demostrar que tres circunferencias, 
cada una de las cuales pasa por el vértice de 
un triángulo, por el pie de la altura, bajada 
desde este vértice, y es tangente al radio del 
círculo circunscrito alrededor del triángulo, 
trazado hacia este vértice, se cortan en dos 
puntos dispuestos en la recta de Euler del trián- 
gulo dado. 

11.170. Examinemos tres circunferencias, 
cada una de las cuales pasa por un vértice de un 
triángulo y los pies de dos bisectrices, interior 
y exterior, que salen de este vértice (semejan- 
tes circunferencias llevan el nombre de circun- 
ferencias de Apolonio). Demostrar que: a) estas 
tres circunferencias se intersecan en dos puntos 
(M, y M,); b) la recta M,M, pasa por el centro 
del círculo circunscrito alrededor del triángulo 
dado; c) los pies de las perpendiculares bajadas 
desde los puntos M, y M, sobre los lados del 
triángulo sirven como vértices de dos trián- 
gulos regulares. 

11.174. Una recta, simétrica a la mediana 
de un triángulo con respecto a la bisectriz del 
mismo ángulo, del cual parte la mediana, se 
llama simediana. Supongamos que la simedia- 
na que parte del vértice B del triángulo ABC, 
corta AC en el punto K. Demostrar que 
|JAK|:|KC|=]|ABP:|BC ft. 

11.172. Supongamos que D es un punto 
arbitrario tomado en el lado BC, £ y F son 
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puntos en AC y AB tales, que DE es paralela 
a AB y DF es paralela a AC. Una circunferen- 
cia que pasa por D, E y F, corta por segunda 
vez BC, CA y AB en los puntos D,, E, y F,, 
respectivamente. Sean M y N los puntos de 
intersección de DE y E,D,, DF y D,E,. De- 
mostrar que M y N se hallan en la simediana 
que parte del vértice A. Además, si D coincide 
con el pie de la simediana, la circunferencia 
que pasa por D, E y F, entra en contacto con 
el lado BC. (Esta circunferencia se llama cir- 
cunferencia de Tucker). 

11.173. Demostrar que las cuerdas comu- 
nes de la circunferencia circunscrita alrededor 
de un triángulo dado y de las circunferencias 
de Apolonio son simedianas de este triángulo 
(véanse los problemas 11.170, 11.171). 


* 
* * 


11.174. En el trapecio ABCD, el lado CD 
- es perpendicular a las bases AD y BC. Una 
circunferencia con diámetro AB corta AD en 
el punto P (P difiere de A). La tangente a la 
circunferencia en el punto P corta CD en el 
punto M. A partir de M, hacia la circunferen- ' 
cia, está trazada una segunda tangente que 
tiene contacto con ella en el punto Q. Demos- 
trar que la recta BQ parte CD por la mitad. 

11.175. Sean M y N las proyecciones del 
punto de intersección de las alturas del trián- 
gulo ABC sobre las bisectrices de los ángulos 
interior y exterior B. Demostrar que la recta 
MN parte el lado AC por la mitad. 

11.176. Se da una circunferencia y dos pun- 
tos A y B en ésta. Las tangentes a la circunfe- 
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rencia que pasan por Á y B, se cortan en el 
punto C. La circunferencia que pasa por C, 
es tangente a la recta AB en el punto B y se 
interseca por segunda vez con la dada en el 
punto M. Demostrar que la recta AM divide 
el segmento CB por la mitad. 

11.177. Desde el punto A, dispuesto fuera 
de una circunferencia, están trazadas a ésta 
dos tangentes AM y AN (M y N son puntos de 
tangencia) y una secante que corta la circun- 
ferencia en los puntos K y L. Tracemos una 
recta arbitraria l paralela a AM. Supongamos 
que KM y LM cortan l en los puntos P y Q. 
Demostrar que la recta: MN divide el seg- 
mento PO por la mitad. 

11.178. El triángulo ABC tiene inscrita una 
circunferencia, cuyo diámetro pasa por el pun- 
to de tangencia con el lado BC y corta la cuer- 
da que une los otros dos puntos de tangencia, 
en el punto NV. Demostrar que AN parte BC 
por la mitad. 

11.179. El triángulo ABC tiene inscrita 
una circunferencia. Supongamos que M es el 
punto de tangencia de la circunferencia con el 
lado AC, MK es el diámetro. La recta BK 
corta AC en el punto N. Demostrar que 
|AM|=|NC |. 

11.180. El triángulo ABC tiene inscrita 
una circunferencia, M es el punto de tangencia 
que tiene la circunferencia ton el lado BC, 
MK es el diámetro. La recta AX corta la cir- 
cunferencia en el punto P. Demostrar que la 
tangente a la circunferencia en el punto P di- 
vide el lado BC por la mitad. 

11.181. La recta l es tangente a la circun- 
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ferencia en el punto A; supongamos que CD 
es la cuerda de una circunferencia, paralela a 
l, B, un punto arbitrario tomado en la recta 1. 
Las rectas CB y DB cortan por segunda vez la 
circunferencia en los puntos L y K. Demostrar 
que la recta LK parte el segmento AB por 
la mitad. 

11.182. Se dan dos circunferencias que se 
intersecan. Sea A uno de los puntos de su 
intersección. Desde un punto arbitrario que 
se halla en la prolongación de la cuerda común 
de las circunferencias dadas, están trazadas ha- 
cia una de éstas dos tangentes que tienen con- 
tacto con ésta en los puntos M y N. Sean P 
y Q los puntos de intersección (distintos de A) 
de las rectas MA y NA, respectivamente, con 
la segunda circunferencia. Demostrar que la 
recta MN parte el segmento PQ por la mitad. 

11.183. La altura BD del triángulo ABC 
sirve de diámetro de una circunferencia que 
- corta los lados AB y BC en los puntos K y L, 
respectivamente. Las rectas tangentes a la cir- 
cunferencia en los puntos K y £, concurren 
en el punto M. Demostrar que la recta BM 
divide el lado AC por la mitad. 

11.184. La recta l es perpendicular al seg- 
mento AB y pasa por B. La circunferencia con 
el centro situado en l pasa por A y corta l en 
los puntos C y D y las tangentes a la circun- 
ferencia en los puntos A y C se intersecan en 
N. Demostrar que la recta DN divide el seg- 
mento AB por la mitad. 

11.185. El triángulo ABC tiene circunscri- 
ta una circunferencia. Supongamos que N es 
el punto de intersección de las tangentes a la 
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circunferencia que pasan por los puntos B y C, 
M, un punto tal de la circunferencia que 
AM || BC, K, el punto de intersección de MN 
con la circunferencia. Demostrar que KA di- 
vide BC por la mitad. 

11.186. Sea A la proyección del centro de 
una circunferencia dada sobre la recta 1. En 
esta recta se toman dos puntos más B y C de 
manera que |4AB|=|AC|. Por B y C 
están trazadas dos secantes arbitrarias que 
cortan la circunferencia en los puntos P, Q 
y M, N, respectivamente. Supongamos que las 
rectas NP y MO cortan la recta l en los puntos 
R y S. Demostrar que | RA | =|AS |. 

11.187. En el triángulo ABC, A,, B,, C, 
son los puntos medios de los lados BC, CA y 
AB, K y L, los pies de las perpendiculares ba- 
jadas desde los vértices B y C sobre las rectas 
A,C, y A¡,B,, respectivamente, O, el centro 
de la circunferencia de los nueve puntos. De- 
mostrar que la recta A,0 parte el segmento KL 
por la mitad. 


* 
* * 


11.188. Sean los puntos A,, B,, C, simé- 
tricos a cierto punto P, respectivamente, con 
respecto a los lados BC, CA y AB del triángu- 
lo ABC. Demostrar que: a) las circunferencias 
circunscritas alrededor de los triángulos A,BC, 
AB,C, ABC, tienen un punto común; b) las 
circunferencias circunscritas alrededor de los 
triángulos A,B,C, A¡BC,, AB,C, tienen un 
punto común. 

11.189. Supongamos que AB es el diámetro 
de un semicírculo, M, un punto tomado en el 
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diámetro AB. Los puntos C, D, E y F se ha- 
llan en la semicircunferencia de manera que 
ZLAMD = ZEMB, CMA = ZFMB. Sea 
P el punto de intersección de las rectas CD 
y EF. Demostrar que la recta PM es perpendi- 
cular a AB. 

11.190. Una perpendicular levantada hacia 
el lado 4B del triángulo ABC en su punto me- 
dio D, corta la circunferencia circunscrita 
alrededor del triángulo ABC, en el punto E 
(C y E se encuentran a un lado de 4B); F es 
la proyección de E sobre AC. Demostrar que 
la recta DF divide el perímetro del triángulo 
ABC por la mitad y que semejantes tres rectas 
construidas para cada lado del triángulo, se 
intersecan en un punto. 

11.191. Demostrar que la recta que divide 
el perímetro y el área de un triángulo en razón 
igual, pasa por el centro de la circunferencia 

inscrita. K 

11.192. Demostrar que tres rectas que pa- 
san por los vértices de un triángulo y dividen 
su perímetro por la mitad, se cortan en el 
punto N (punto de Nagell). Supongamos que 
M es el centro de masas del triángulo, /, el 
centro de la circunferencia inscrita, S, el cen- 
tro de la circunferencia inscrita en el triángulo 
con vértices en los puntos medios de los lados 
del triángulo dado. Demostrar que los puntos 
N, M, I y $ se hallan en una recta, siendo 
que | MN | =2]|/M]|,|I8S]|=1|SN |. 


* 

* * 
11.193. Designemos con a, b y c los lados 
del triángulo ABC; a + b+<c= 2p; G es el 
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punto de intersección de sus medianas, O, 1, 
T, respectivamente, son los centros de los cír- 
culos circunscrito, inscrito y exinscrito (el 
círculo exinscrito tiene como tangentes el 
lado BC y las prolongaciones de los lados AB 
y AC), R, r, r, son sus radios. Demostrar la 
validez de las relaciones siguientes: 


a) ad 4 b? 4 c? = 2p? — 2r? — 8Rr; 
b) 106 P= R2—H (al 4 0% 402) 
c) 11G P =$ (p? + 5r? — 16Rr); 
d) | OI |? = R? — 2Rr (Euler); 

e) [ OL, lP = R? + 2Rr4; 

1) 117, PP =4R (r,— 1). 


11.194. Sean BB, y CC, las bisectrices de 
los ángulos B y C del triángulo ABC. Demos- 


trar (usando las designaciones del problema 
abc 


anterior) que |B,C, | = —FDNCFDR Xx 
Xx FOT, E 

11.195. Demostrar que los puntos simétri- 
cos a los centros de las circunferencias exins- 
critas con respecto al centro de la circunferencia 
circunscrita, se hallan en la circunferencia, con- 
céntrica con respecto a la circunferencia inscri- 
ta, cuyo radio es igual al diámetro de la circun- 
ferencia circunscrita. 

11.196. Se da el triángulo ABC. Demostrar 
que la suma de las áreas de tres triángulos, los 
vértices de cada uno de los cuales son tres 
puntos de tangencia de la circunferencia exins- 
crita con el lado correspondiente del triángulo 


108 


ABC y las prolongaciones de otros dos lados, 
es igual al área duplicada del triángulo ABC, 
sumada con el área del triángulo con los vértices 
dispuestos en los puntos de tangencia de la 
circunferencia inscrita en AABC. 

11.197. Hallar la suma de los cuadrados de 
las distancias desde los puntos de tangencia de 
la circunferencia inscrita en un triángulo dado, 
con los lados de éste, hasta el centro de la cir- 
cunferencia circunscrita, si el radio de la cir- 
cunferencia inscrita es igual a r y el de la cir- 
cunscrita, a R. : 

11.198. Por los pies de las bisectrices del 
triángulo ABC está trazada una circunferen- 
cia. Demostrar que una de las cuerdas forma- 
das al intersecar esta circunferencia los lados 
del triángulo, es igual a la suma de las otras 
dos. 

11.199. Supongamos que A4,, BB, y CC, 
son las bisectrices del triángulo ABC, L£, el 
punto de intersección de las rectas AA, y 
B,C,, K, el punto de intersección de CC, con 
A,B,. Demostrar que BB, es la bisectriz del 
ángulo LBK. 

11.200. En los lados 4B y BC del trián- 
gulo ABC se toman los puntos K y L de ma- 
nera que |AK|=|XK£|=|L£C |. Por el 
punto de intersección de las rectas AL y CK 
se traza una recta paralela a la bisectriz' del 
ángulo B que corta la recta AB en el punto M. 
Demostrar que | 4M | = | BC |. 

11.201. En el triángulo ABC, la bisectriz 
del ángulo B corta la recta que pasa por el 
punto medio de AC y el punto medio de la al- 
tura, bajada sobre AC, en el punto M; N es 
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el punto medio de la hisectriz del ángulo B. De- 
mostrar que la bisectriz del ángulo C también 
es la bisectriz del ángulo MCN. 

11.202. a) Demostrar que si en un triángu- 
lo dos bisectrices son iguales, éste es un tri- 
ángulo isósceles (teorema de Steiner). 

b) Demostrar que si en el triángulo ABC 
las bisectrices de los ángulos adyacentes a los 
ángulos A y C son iguales entre sí y ambas se 
sitúan simultáneamente en el interior o fuera 
del ángulo ABC, entonces | AB |=|BC |. 
¿Será cierto que a partir de la igualdad de dos 
bisectrices exteriores de un triángulo se deduce 
que éste es isósceles? 

11.203. Un triángulo tiene en su interior 
otro triángulo, cuyos vertices son los pies de 
las bisectrices del primero. Se sabe que el tri- 
ángulo interior es isósceles. ¿Es cierta la afir- 
mación de que también el primer triángulo es 
isósceles? 


* 
* * 


11.204. Sea ABCDEF un hexágono inscri- 
to. Designemos con K el punto de intersección 
de AC y BF ycon£, el punto de intersec- 
ción de CE y FD. Demostrar que las diagona- 
les AD, BE y la recta KL se cortan en un pun- 
to (teorema de Pascal). 

11.205. Se dan el triángulo ABC y el punto 
M. La recta que pasa por M, corta las rectas 
AB, BC y CA, respectivamente, en los puntos 
C,, A, y B,. Las rectas AM, BM y CM cortan 
la circunferencia circunscrita alrededor del tri- 
ángulo ABC en los puntos A», Ba y C,, respec- 
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tivamente. Demostrar que las rectas A¡4,, 
B,B, y C,C, se intersecan en un punto dis- 
puesto en la circunferencia circunscrita alrede- 
dor del AABC. 

11.206. Por el punto de intersección de las 
alturas de un triángulo están trazadas dos rec- 
tas mutuamente perpendiculares. Demostrar 
que los puntos medios de los segmentos corta- 
dos por estas rectas en los lados del triángulo 
(más exactamente, en las rectas que forman el 
triángulo), se hallan en una recta. 


* 
* * 


11.207. Se dan el triángulo ABC y el punto 
arbitrario P. Los pies de las perpendiculares 
bajadas desde P sobre los lados del triángulo 
ABC, sirven en calidad de los vértices del 
triángulo A,B,C,. Como vértices del triángulo 
A,B,C, sirven los puntos de intersección de 
las rectas AP, BP y CP con la circunferencia 
circunscrita alrededor del triángulo ABC, dis- 
tintos de los puntos A, B y C. Demostrar que 
los triángulos A,B,C, y A¿B,C), son semejan- 
tes. ¿Cuántos puntos P habrá para el trián- 
gulo escaleno ABC para que los triángulos 
correspondientes 4,B,C, y A2B*C, sean seme- 
jantes al triángulo ABC? 

11.208. Sean A;,, B,, C, los pies de las per- 
pendiculares bajadas desde el punto arbitrario 
M sobre los lados BC, CA, AB, respectiva- 
mente, del triángulo ABC. Demostrar que tres 
rectas que pasan por los puntos medios de los 
segmentos B,C, y MA, CA, y MB, AB, y 
MC se intersecan en un punto. 
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11.209. Supongamos que £$ es el área de un 
triángulo dado; R, el radio del círculo circun- 
scrito alrededor de éste. Supongamos, luego, 
que $, es el área del triángulo, cuyos vértices 
son los pies de las perpendiculares bajadas so- 
bre los lados del triángulo dado desde un punto 
alejado respecto del centro del círculo circuns- 
crito a una distancia d. Demostrar que S, = 


Es dEl —+*| (teorema de Euler). 


210. Demostrar que si 4, B, C y D 
son puntos arbitrarios de un plano, entonces 
cuatro circunferencias, cada una de las cuales 
pasa por tres puntos: los puntos medios de los 
segmentos AB, AC y AD; BA, BC y BD;, CA, 
CB y CD; DA, DB y DC, tienen un punto co- 
mún. 

11.211. Sea ABC un triángulo, D, un punto 
arbitrario del plano. Llamaremos triángulo de 
pedal del punto D respecto al triángulo ABC 
al triángulo formado por los pies de las per- 
pendiculares bajadas desde D sobre los lados 
del triángulo ABC, y a la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del triángulo de pedal, 
circunferencia de pedal. Designemos con D, el 
punto en que se cortan las rectas simétricas a 
las rectas AD, BD y CD en cuanto a las bisec- 
trices de los ángulos A, B y C (respectiva- 
mente) del triángulo ABC. Demostrar que 
las circunferencias de pedal de los puntos D 
y D, coinciden. 

11.212. Examinemos cuatro puntos de un 
plano, entre los cuales no hay tres que se ha- 
llen en una recta. Demostrar que cuatro circun- 
ferencias de pedal, cada una de las cuales co- 
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rresponde a uno de los puntos examinados res- 
pecto al triángulo, cuyos vértices son los tres 
puntos restantes, tienen un punto común. 

11.213. Una recta que pasa por el centro de 
una circunferencia circunscrita alrededor del 
triángulo ABC, corta AB y AC en los puntos 
C, y B,, respectivamente. Demostrar que las 
circunferencias construidas sobre BB, y CC, 
como sobre diámetros, se cortan en dos puntos, 
uno de los cuales se halla sobre la circunferencia 
circunscrita alrededor de ABC, mientras que el 
otro, sobre la circunferencia de los nueve pun- 
tos del triángulo ABC. 


$ 5. Cuadrilátero 


11.214. Sea ABCD un cuadrilátero inscrito 
y AB, su diámetro. Demostrar que las proyec- 
ciones de los lados AD y BC sobre la recta CD 
son iguales. 

11.215. Supongamos que ABCD es un cua- 
drilátero convexo, O, el punto de intersección 
de sus diagonales; E, F y G, las proyecciones 
de B, C, y O sobre AD. Demostrar que el área 
del cuadrilátero es igual y A . 5 A AÑ 

11.216. Sea ABCD un cuadrilátero convexo. 
Examinemos cuatro  circunferencias, cada 
una de las cuales tiene como tangentes los tres 
lados de este cuadrilátero. 

a) Demostrar que los centros de estas cir- 
cunferencias se hallan en una circunferencia. 

b) Sean r,, Fa, Fs, Pa los radios de estas 
circunferencias :(r, no tiene contacto con el 
lado DC, de manera análoga r, no tiene con- 


8—-05475 113 


tacto con el lado DA, rz no lo tiene con AB, 
[EC ARA 


ra con BC). Demostrar que —— - 
8 


|BC| |AD | 


r r 

11-217. Demostrar que para el área S de 
un cuadrilátero inscrito es válida la fórmula 
s=VbP-0b6-06-=036-0d) (p es 
el semiperímetro, a, b, c, d son los lados). 

11.218. Supongamos que 2q es la suma de 
dos ángulos opuestos de un cuadrilátero circuns- 
crito, a, b, ce y d son sus lados, S, el área. De- 
mostrar que S = Y abcd sen q. 

11.219. En los lados AB y CD del cuadri- 
látero convexo ABCD se toman los puntos M 
y N que dividen aquéllos en razón igual (con- 
tando a partir de los vértices A y C). Estos 
puntos están unidos con todos los vértices del 
cuadrilátero, a consecuencia de los cual ABCD 
está dividido en seis triángulos y un cuadrilá- 
tero. Demostrar que el área del cuadrilátero 
obtenido es igual a la suma de las áreas de dos 
triángulos adyacentes a los lados BC y AD. 

11.220. En una circunferencia están traza- 
dos el diámetro AB y la cuerda CD que no lo 
corta. Sean E y F los pies de las perpendicula- 
res bajadas desde los puntos A y B sobre la 
recta CD. Demostrar que el área del cuadrilá- 
tero AEFB es igual a la suma de las áreas de 
los triángulos ACB y ADB. 

11.221. Se da el cuadrilátero convexo Q,. 
Las rectas perpendiculares a sus lados, las 
cuales pasan por los puntos medios de los 
lados, forman el cuadrilátero Q,. Precisamente 
de la misma manera, para el cuadrilátero Q, 
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está formado el cuadrilátero O. Demostrar que 
el cuadrilátero Q, es semejante al cuadrilátero 
inicial Q,. 

11.222. En los lados opuestos BC y DA 
de un cuadrilátero convexo se toman los puntos 
M y N de tal manera que | BM |: | MC | = 
=|AN]|:|ND|=|AB|:1|CD |. Demos- 
trar que la recta MN es paralela a la bisectriz 
del ángulo formado por los lados AB y CD. 

11.223. Las diagonales dividen un cuadri- 
látero convexo en cuatro triángulos. Los radios 
de las circunferencias inscritas en estos trián- 
gulos son iguales. Demostrar que el cuadrilá- 
tero dado es un rombo. 

11.224. Las diagonales de un cuadrilátero 
lo parten en cuatro triángulos de perímetro 
igual. Demostrar que el cuadrilátero dado es 
un rombo. 

11.225. Se sabe que en el cuadrilátero 
ABCD los radios de las circunferencias inscri- 
tas en los triángulos ABC, BCD, CDA, DAB 
son iguales. Demostrar que ABCD es un rec- 
tángulo. 

11.226. En una circunferencia está inscrito 
el cuadrilátero ABCD. Supongamos que M es 
el punto de intersección de las tangentes a la 
circunferencia que pasan por A y C, Ñ es el 
punto de intersección de las tangentes trazadas 
por B y D, K es el punto de intersección de las 
bisectrices de los ángulos A y C del cuadrilá- 
tero, L es el punto de intersección de las bise- 
ctrices de los ángulos B y D. Demostrar que, 
si se cumple una de las afirmaciones: a) M 
pertenece a la recta BD, b) N pertenece a la 
recta AC, c) K se halla en BD, d) L se halla en 
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AC, entonces son ciertas las demás tres afir- 
maciones. 

11.227. Demostrar que las cuatro rectas, 
cada una de las cuales pasa por los pies de dos 
perpendiculares bajadas desde el vértice de un 
cuadrilátero inscrito sobre los lados que no 
comprenden dicho vértice, concurren en un 
punto. 

11.228. Supongamos que AB y CD son dos 
cuerdas de una circunferencia, M, el punto de 
intersección de las perpendiculares levantadas 
hacia AB en el punto A y hacia CD en el pun- 
to C, ÑN es el punto de intersección de las per- 
pendiculares levantadas hacia AB y CD en los 
puntos B y D. Demostrar que la recta MN 
pasa por el punto de intersección de BC y AD. 

11.229. Sea ABCD un paralelogramo. Por 
los puntos A y B pasa una circunferencia de 
radio R. Otra circunferencia del mismo radio 
pasa por los puntos B y C. Sea M el segundo 
punto de intersección de estas circunferencias. 
Demostrar que los radios de las circunferencias 
circunscritas alrededor de los triángulos AMD 
y CMD son iguales a R. 

11.230. Sea ABCD un paralelogramo. Una 
circunferencia es tangente a las rectas AB y 
AD y corta BD en los puntos M y N. Demos- 
trar que existe una circunferencia que pasa 
por M y ÑN y tiene como tangentes las rectas 
CB y CD. 

11.231. Sea ABCD un paralelogramo. So- 
bre la diagonal AC, como sobre diámetro, cons- 
truyamos una circunferencia y designemos con 
M y N los puntos de intersección de las rectas 
AB y AD con esta circunferencia. Demostrar 
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que las rectas BD, MN y la tangente a la cir- 
cunferencia en el punto C se intersecan en un 
punto. 

11,232. El cuadrilátero ABCD está inscrito 
en una circunferencia; O,, O,, Oz, O, son los 
centros de las circunferencias inscritas en los 
triángulos ABC, BCD, CDA, DAB, y H,, Ho, 
H,, H, son los puntos de intersección de las 
alturas de los mismos triángulos. Demostrar 
que 0,0,0;:0, es un rectángulo y el cuadrilá- 
tero H,H,H,H, es igual al cuadrilátero ABCD. 

11.233. Se dan el triángulo ABC y el punto 
arbitrario D del plano. Demostrar que los pun- 
tos de intersección de las alturas de los trián- 
gulos ABD, BCD, CAD son los vértices de un 
triángulo equivalente al dado. 

11.234. Demostrar que, si en un cuadrilá- 
tero se puede inscribir una circunferencia, 
entonces: a) las circunferencias inscritas en dos 
triángulos, en los cuales el cuadrilátero dado 
se divide por una diagonal, son tangentes una 
a otra; b) los puntos de tangencia de estas dos 
circunferencias con los lados del cuadrilátero 
son los vértices del cuadrilátero inscrito. 

11.235. Demostrar que, si ABCD es un 
cuadrilátero inscrito, la suma de los radios 
de las circunferencias inscritas en los triángu- 
los ABC y ACD es igual a la suma de los ra- 
dios de las circunferencias inscritas en los 
triángulos BCD y BDA. 


* 
* * 


11.236. Teorema de Bretschneider (teorema 
de los cosenos para el cuadrilátero). Sean a, b, 
c, d los lados sucesivos de un cuadrilátero; m 
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y n, sus diagonales; A y C, dos ángulos opues- 
tos. Entonces se cumple la relación 


min? = a?c? + b?d? — 2abed cos (A + C). 


11.237. Teorema de Tolomeo. Sean a, b, c, d 
los lados sucesivos de un cuadrilátero inscrito 
y m y n, sus diagonales. Demostrar que mn = 
= ac + bd. 

11.238. Demostrar que, si ABC es un tri- 
ángulo regular, M, un punto arbitrario del pla- 
no que no se encuentra en la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del triángulo ABC, existi- 
rá un triángulo, cuyos lados son iguales a 
| MA |, | MB | y | MC | (teorema de Pompeiu). 
Hallar el ángulo de este triángulo que se sitúa 
frente al lado igual a | MB |, si AMC = a. 

11.239. Sea ABCD un cuadrilátero inscrito. 
Cuatro circunferencias a, P, y y Í son tangen- 
tes a la circunferencia circunscrita alrededor 
del cuadrilátero ABCD en los puntos A, B, C 
y D, respectivamente. Designemos con t,¿ un 
segmento de la tangente a las circunferencias 
a y P, además, t¿¿ es un segmento de la tan- 
gente exterior común, si a y PB tienen puntos 
de tangencia con la circunferencia dada de 
una manera igual (por dentro o por fuera), y es 
un segmento de la tangente interior común, 
si a y o son tangentes a la circunferencia dada 
de maneras distintas (en forma análoga se de- 
terminan las magnitudes tg, tus, etc.). De- 
mostrar que 


tontos + beytoa = taytas (+) 
(teorema generalizado de Tolomeo). 
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11.240. Sean a, f, y y $ cuatro circunfe- 
rencias en el plano. Demostrar que, si se cum- 
ple la relación 


tasivs + bevlsa = laytgo» (+) 


donde t¿g, etc. son segmentos de las tangentes 
exteriores o interiores comunes a las circunfe- 
rencias a y f, etc.; además, para cualesquiera 
tres circunferencias se toman tres tangentes 
exteriores o una exterior y dos interiores, enton- 
ces las circunferencias a, $, y y Ó son tangentes 
a una circunferencia.  ' 
* A * E 

11.241. Las prolongaciones de los lados AB 
y DC de un cuadrilátero convexo ABCD se 
cortan en el punto XK y las prolongaciones de 
los lados AD y BC, en el punto L; además, los 
segmentos BL y DK se intersecan. Demostrar 
que, si se cumple una de las tres relaciones 
|[AB|+|1CD|=|BC|+14D]|,|BK | + 
+|BL|=|DK|+1|DL]|, |AK]|+ 
+ |CL|=|AL | + |CK |, se cumplen tam- 
bién las dos otras. 

11,242. Las prolongaciones de los lados AB 
y DC de un cuadrilátero convexo ABCD se cor- 
tan en el punto X y las prolongaciones de los 
lados AD y BC, en el punto £; además, los 
segmentos BL y DK se intersecan. Demostrar 
que, si se cumple una de las tres relaciones 


JAD|4+ |DC|=|AB|+|CB],| AK |+ 
+|CK]|=|AL]|+ICL 1], |BK |: 
+ |DK]|=|BL|+)I|0DL |, se cumplen tam- 


bién las dos otras. 
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11.243. Demostrar que, si existe una cir- 
cunferencia que tiene como tangentes las rec- 
tas AB, BC, CD y DA, su centro y los pun- 
tos medios de AC y BD se hallan en una recta. 

11.244. Sea ABCD un cuadrilátero inscri- 
to. La perpendicular respecto a BA, levan- 
tada desde el punto A, corta la recta CD en 
el punto M, la perpendicular hacia DA, levan- 
tada desde el punto A, corta la recta BC en el 
punto NV. Demostrar que MN pasa por el centro 
de la circunferencia circunscrita alrededor del 
cuadrilátero ABCD. 

11.245. Sea ABCD un cuadrilátero inscrito, 
E, un punto arbitrario de la recta AB, F, 
un punto arbitrario de la recta DC. La recta 
AF corta la circunferencia en el punto M, la 
recta DE, en el punto N. Demostrar que las 
rectas BC, EF y MN se intersecan en un pun- 
to o son paralelas. 

11.246. Demostrar que los pies de las per- 
pendiculares bajadas desde el punto de inter- 
sección de las diagonales de un cuadrilátero 
inscrito en sus lados, son vértices del cuadrilá- 
tero, en el cual se puede inscribir una circun- 
ferencia. Hallar el radio de esta circunferencia, 
si las diagonales del cuadrilátero inscrito son 
perpendiculares, el radio de la circunferencia 
dada es R y la distancia desde su centro hasta el 
punto de intersección de las diagonales es d. 

11.247. Las diagonales de un cuadrilátero 
inscrito son perpendiculares. Demostrar que 
los puntos medios de sus lados y los pies de las 
perpendiculares bajadas sobre los lados desde 
el punto de intersección de las diagonales se 
encuentran en una circunferencia. Hallar el 
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radio de esta circunferencia, si el de la circun- 
ferencia dada es R y la distancia desde su cen- 
tro hasta el punto de intersección de las diago- 
nales del cuadrilátero es d. 

11.248. Demostrar que, si un cuadrilátero 
está inscrito en una circunferencia con radio 
R y simultáneamente está circunscrito alrede- 
dor de una circunferencia con radio r, siendo 
d la distancia entre centros de estas circunfe- 
rencias, entonces se cumple la relación 

1 
(RH a)? 
existe un número infinitamente grande de cua- 
driláteros simultáneamente inscritos en una 
circunferencia mayor y circunscritos alrededor 
de una circunferencia menor (como uno de los 
vértices puede tomarse cualquier punto de la 
circunferencia mayor). 

11.249. Un cuadrilátero convexo está di- 
vidido por las diagonales en cuatro triángulos. 
Demostrar que la recta que une los centros de 
masas de dos triángulos opuestos, es perpendi- 
cular a la que une los puntos de intersección 
de las alturas de los demás dos triángulos. 

11.250. Supongamos que ABCD es un cua- 
drilátero inscrito, M y N son los puntos me- 
dios de AC y BD. Demostrar que, si BD es la 
bisectriz del ángulo ANC, también AC es la 
bisectriz del ángulo BMD. 

11.251. Sea ABCD un cuadrilátero inscri- 
to. Los lados opuestos AB y CD, al ser prolon- 
gados, se cortan en el punto K y los lados BC 
y AD, en el punto L. Demostrar que las bisec- 
trices de los ángulos BKC y BLA son perpen- 
diculares y se intersecan en la recta que une 
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+ Ar 1/r2; al mismo tiempo 


los puntos medios de los lados AC y BD. 

11.252. Las diagonales de un cuadrilátero 
son perpendiculares. Demostrar que cuatro 
rectas, cada una de las cuales une uno de los 
vértices del cuadrilátero y el centro de la cir- 
cunferencia que pasa por este vértice y dos vér- 
tices adyacentes a éste del cuadrilátero, se cor- 
tan en un punto. 

11.253. Sean P, Q y M, respectivamente, 
los puntos de intersección de las diagonales de 
un cuadrilátero inscrito y de las prolongacio- 
nes de sus lados opuestos. Demostrar que el 
punto de intersección de las alturas del trián- 
gulo POM coincide con el centro de la circun- 
ferencia circunscrita alrededor del cuadrilátero 
dado (teorema de Brocard). 

11.254. Sea ABCD un cuadrilátero circuns- 
crito, K, el punto de intersección de las rectas 
AB y CD, L, el punto de intersección de las 
rectas AD y BC. Demostrar que el punto de 
intersección de las alturas del triángulo for- 
mado por las rectas KL, AC y BD coincide con 
el centro de la circunferencia inscrita en el cua- 
drilátero ABCD. 

11.255. Sea ABCD un cuadrilátero conve- 
x0; LZABC = LZADC; M y ÑN son los pies de 
las perpendiculares bajadas desde A sobre BC 
y CD, respectivamente, K, el punto de inter- 
sección de las rectas MD y NB. Demostrar que 
las rectas AK y MN son perpendiculares. 

* Bi + 

11.256. Demostrar que cuatro circunferen- 
cias circunscritas alrededor de cuatro triángulos 
formados por cuatro rectas que se intersecan y 
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pertenecen a un plano, tienen un punto co- 
mún (punto de Michell). 

11.257. Demostrar que los centros de cuatro 
circunferencias circunscritas alrededor de cua- 
tro triángulos formados por cuatro rectas 
que se intersecan, pertenecientes a un plano, se 
hallan en una circunferencia. | 

11.258. Se dan cuatro rectas que se interse- 
can dos a dos. Sea M el punto de Michell co- 
rrespondiente a estas rectas (véase el proble- 
ma 11.256). Demostrar que, si cuatro de los 
seis puntos de intersección dos a dos de las rec- 
tas dadas se hallan en la circunferencia con 
el centro en O, entonces la recta que pasa por 
dos puntos restantes, contiene el punto: M y es 
perpendicular a la recta OM. 

11.259. Cuatro rectas que se intersecan dos a 
dos, forman cuatro triángulos. Demostrar que, 
si una recta es paralela a la recta de Euler 
(véase el problema 11.147) del triángulo for- 
mado por tres otras rectas, tiene esta misma 
propiedad cualquier otra recta. 

11.260. Viene dado el triángulo ABC. Una 
recta corta las rectas AB, BC y CA, respecti- 
vamente, en los puntos D, E y F. Las rectas 
DC, AE y BF forman el triángulo KLM. De- 
mostrar que las circunferencias construidas 
sobre DC, AE y BF usándolas como diáme- 
tros, concurren en dos puntos P y N (se supo- 
ne que estas circunferencias se intersecan dos a 
dos); además, la recta PN pasa por el centro 
de la circunferencia circunscrita alrededor del 
triángulo KLM, así como por los puntos de in- 
tersección de las alturas de los triángulos ABC, 
BDE, DAF y CEF. 
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11.261. Viene dado el triángulo ABC. Una 
recta arbitraria corta las rectas AB, BC y CA, 
respectivamente, en los puntos D, E y F. 
Demostrar que los puntos de intersección de 
las alturas de los triángulos ABC, BDE, DAF 
y CEF se hallan en una recta perpendicular a 
la recta de Gauss (véase el problema 11.53). 

11.262. Demostrar que las mediatrices le- 
vantadas hacia los segmentos que unen los pun- 
tos de intersección de las alturas y los centros 
de las circunferencias circunscritas de cuatro 
triángulos formados por cuatro rectas arbitra- 
rias de un plano, concurren en un punto (punto 
de Hervé). 

11.263. Examinemos dieciséis puntos que 
son centros de todas las posibles circunferencias 
inscritas y exinscritas para cuatro triángulos 
formados por cuatro rectas que se intersecan, 
pertenecientes a un plano. Demostrar que estos 
dieciséis puntos pueden dividirse en cuatro 
cuaternas empleando dos procedimientos de 
manera que cada cuaterna quedará en una cir- 
cunferencia. Al emplear el primer procedimien- 
to, los centros de estas circunferencias queda- 
rán en una recta y al hacer uso del segundo, en 
otra recta. Estas rectas son perpendiculares y 
se intersecan en el punto de Michell que es el 
punto común de las circunferencias circunscri- 
tas alrededor de cuatro triángulos. 


$ 6. Circunferencias y tangentes. 
Teorema de Feuerbach 


11.264. En una recta se sitúan sucesiva- 
mente los puntos A, B, € y D de manera que 
|BC|=2|ABI], [CD | = | AC |. Una cir- 


124 


cunferencia pasa por los puntos A y C, mien- 
tras que la otra, por los puntos B y D. Demos- 
trar que la cuerda común de estas circunferen- 
cias divide el segmento AC por la mitad. 

11.265. Sea B un punto del segmento AC. 
La figura limitada por los arcos de tres semi- 
circunferencias con diámetros AB, BC y CA, 
dispuestas a un lado de la recta AC, lleva el 
nombre la cuchilla de zapatero o  arbelos 
de Arquímedes. Demostrar que los radios de dos 
circunferencias, cada una de las cuales es tan- 
gente a dos semicircunferencias y la recta que 
es perpendicular a AC y pasa por B, sonigua- 
les entre sí (problema de Arquímedes). 

11.266. Cada una de tres circunferencias 
pasa por dos puntos dados de un plano. Sean 
O,, O,, Os sus centros. La recta que pasa por 
uno de los puntos común a todas las tres circun- 
ferencias, las corta por segunda vez en los 
puntos A,, A, As, respectivamente. Demos- 
trar que |4142|:]|4,43| =]0,0, |: 
: 1050, |. 

11.267. Se dan dos circunferencias que no 
se intersecan. Demostrar que cuatro puntos de 
tangencia de las tangentes exteriores comunes 
a estas circunferencias se hallan en una circun- 
ferencia; de la misma manera, cuatro puntos de 
tangencia de las tangentes interiores comunes 
se hallan en una circunferencia y cuatro puntos 
de intersección de las tangentes interiores co- 
munes con las tangentes exteriores comunes se 
hallan en una tercera circunferencia; además, 
las tres circunferencias son concéntricas. 

11.268. Se dan dos circunferencias que no 
se intersecan. Una tercera circunferencia es 
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tangente exterior a ambas y tiene el centro en 
una recta que pasa por los centros de las dadas. 
Demostrar que la tercera circunferencia corta 
las tangentes interiores comunes a las circunfe- 
rencias dadas en cuatro puntos que forman un 
cuadrilátero, cuyos dos lados son paralelos a 
las tangentes exteriores comunes a las circun- 
ferencias dadas. 

11.269. Se dan dos circunferencias. Por el 
centro de una de éstas está trazada una recta 
que corta esta circunferencia en los puntos A 
y C, intersecando la otra circunferencia en los 
puntos B y D. Demostrar que, si | 4AB|: 
:|BC|=]|AD]|:|DC |, las circunferencias 
son perpendiculares, es decir, el ángulo entre 
las tangentes a éstas en el punto de su intersec- 
ción es recto. 

11.270. Los puntos 4, B, C y D se hallan 
en una circunferencia o en una recta; por los 
puntos A yB,ByC,CyD,D y A están 
trazadas cuatro circunferencias. Designemos 
con B,, C,, D, y A; los puntos de intersección 
(distintos de A, B, C y D) de las circunferen- 
cias primera y segunda, segunda y tercera, 
tercera y Cuarta, cuarta y primera, respecti- 
vamente. Demostrar que los puntos Ay, B,, C, 
y D, se encuentran en una circunferencia (o una 
recta). 

11.271 Supongamos que a partir del 
punto A, tomado fuera de una circunferencia, 
están trazadas dos tangentes AM y AN a la 
circunferencia (M y N son dos puntos de tan- 
gencia) y dos secantes y que P y Q son los 
puntos de intersección de la circunferencia con 
la primera secante, mientras que K y L son 
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los puntos de intersección con la segunda. De- 
mostrar que las rectas PK, QL y MN se cortan 
en un punto o son paralelas. 

Obtener de aquí el método de construcción 
de una tangente a la circunferencia dada que 
pasa por el punto dado, usando una regla. 

11.272. Se da una circunferencia con el 
centro O y el punto A. Sea B un punto arbi- 
trario de la circunferencia. Hallar el lugar geo- 
métrico de los puntos de intersección de las 
tangentes a la circunferencia en el punto B 
con la recta que pasa por O perpendicularmen- 
te a AB. 

11.273. Se dan una circunferencia y dos 
puntos A y B en ésta. Sea N un punto arbitra- 
rio de la recta AB. Construyamos dos circun- 
ferencias, cada una de las cuales pasa por el 
punto N y es tangente a la dada: una, en el 
punto A y la otra, en el punto B. Designemos 
con M el segundo punto de intersección de 
estas circunferencias. Hallar el lugar geomé- 
trico de puntos M. 

11.274. Por el punto fijo A, situado en el 
interior de una circunferencia, están trazadas 
dos cuerdas arbitrarias PQ y KL. Hallar el 
lugar geométrico de los puntos de intersección 
de las rectas PK y QL. 

11.275. Dos circunferencias se intersecan en 
los puntos A y B. Una recta arbitraria pasa 
por B y corta por segunda vez la primera cir- 
cunferencia en el punto C y la segunda, en 
el punto D. Las tangentes a la primera cir- 
cunferencia en C y a la segunda en D se cortan 
en el punto M. Por el punto de intersección 
de AM y CD pasa una recta paralela aCM, 
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que corta AC en el punto K. Demostrar que 
KB es tangente a la segunda circunferencia. 

11.276. Se dan una circunferencia y la 
tangente a ésta 1. Sea N el punto de tangen- 
cia, NM, el diámetro. En la recta NM se 
toma el punto fijo A. Examinemos una circun- 
ferencia arbitraria que pasa por A con el 
centro en l. Supongamos que C y D son los 
puntos de intersección de esta circunferencia 
con l, mientras que P y O, los puntos de in- 
tersección de las rectas MC y MD con la cir- 
cunferencia dada. Demostrar que la cuerda 
PQ pasa por el punto fijo del plano. 

11.277. Los puntos O, y O, son los centros 
de dos circunferencias que se intersecan, A 
es uno de los puntos de su intersección. Las 
circunferencias tienen dos tangentes comunes; 
BC y EF son cuerdas de estas circunferencias 
con extremos en los puntos de tangencia (C y F 
son los puntos más alejados respecto de A), 
M y N son los puntos medios de BC y EF. 
Demostrar que  — Z0O,¡40, = ZMAN = 
= 2L CAE. 

11.278. En una circunferencia está trazado 
el diámetro AB y la cuerda CD, perpendicular 
a AB. Una circunferencia arbitraria toca la 
cuerda CD y el arco CBD. Demostrar que la 
tangente a esta circunferencia trazada a partir 
del punto A es igual a AC. 

11.279. Se da un segmento circular. Dos 
circunferencias arbitrarias son tangentes a la 
cuerda y el arco de este segmento y se inter- 
secan en los puntos M y N. Demostrar que la 
recta MN pasa por un punto fijo del plano. 
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* 
* 


* 

11.280. Se dan dos círculos iguales que no 
se intersecan. En dos tangentes interiores co- 
munes se toman dos puntos arbitrarios F y 
F'. Además, desde ambos puntos se puede 
trazar sendas tangentes a los círculos dados. 
Supongamos que las tangentes trazadas a par- 
tir de los puntos F y F” hacia uno de los cír- 
culos concurren en el punto A y las trazadas 
hacia el otro, en el punto B. Hay que demos- 
trar que: 1) la recta AB es paralela a la recta 
que une los centros de los círculos (en caso de 
círculos desiguales ésta pasa por el punto de 
intersección de las tangentes exteriores); 2) la 
recta que une los puntos medios de FF” y AB, 
pasa por el punto medio del segmento que une 
los centros de los círculos. (Este problema 
fue propuesto a los lectores de la revista 
«Boletín de física experimental y matemáticas 
elementales» por el profesor V. Yermakov. 
Este boletín se editaba en Rusia en el siglo 
pasado. El problema se publicó en el número 
14 (2%) de la revista del año 1887. Por la 
solución del problema se prometió un 
premio a los lectores: un conjunto de libros de 
matemáticas.) 

11.281. Se dan tres circunferencias. a, f 
y y. Supongamos que /, y l, son tangentes inte- 
riores comunes a las circunferencias a y P, 
m, y mo, tangentes interiores comunes a las 
circunferencias f y y, n, y n», tangentes interio- 
res comunes a las circunferencias y y a. De- 
mostrar que, si las rectas l,, m, y n, se cortan 
en un punto, las rectas l,, m2 y ny también se 
cortan en un punto. 
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11.282. El arco AB de una circunferencia 
está dividido en tres partes iguales mediante 
los puntos € y D (C es el punto más próximo a 
A). Después de girar alrededor de A. a un án- 
gulo 1/3, los puntos B, C y D pasarán, respec- 
tivamente, a los puntos B,, C, y D,; F es el 
punto de intersección de las rectas AB, y DC,,; 
E, un punto tal en la bisectriz del ángulo 


B,BA, que | BD | = | DE |. Demostrar que el 
triángulo CEF es regular (teorema de Finlay). 
* 

* * 


11.283. Se dan un ángulo: con el vértice A 
y la circunferencia inscrita en éste. Una recta 
arbitraria, tangente a la circunferencia dada, 
corta los lados del ángulo en los puntos B y C. 
Demostrar que la circunferencia circunscrita 
alrededor del triángulo ABC, contacta con la 
circunferencia fija inscrita en el ángulo dado. 

11.284. En el lado AC del triángulo ABC 
se toma el punto D. Examinemos una circun- 
ferencia que es tangente al segmento AD en el 
punto M, al segmento BD y la circunferencia 
circunscrita alrededor del triángulo ABC. De- 
mostrar que la recta que pasa por M paralela- 
mente a BD, es tangente a la circunferencia 
inscrita en el triángulo ABC. 

11.285. En el lado AC del triángulo ABC 
se toma el punto D. Supongamos que O, es el 
centro de una circunferencia tangente a los 
segmentos AD, BD y a la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del triángulo ABC, mien- 
tras que O, es el centro de una circunferencia 
tangente a los segmentos CD, BD y a la cir- 
cunferencia circunscrita. Demostrar que la 
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recta 0,0, pasa por el centro de la circunfe- 
rencia inscrita en el triángulo ABC— el punto 
_O—; además, |0,0 |: |00, | = tg? (q/2), 
donde y = ZBDA (teorema de Victor The- 
bault). 

11.286. Cada una de las cuatro circunfe- 
rencias toca interiormente la circunferencia 
dada y dos cuerdas suyas que se intersecan. 
Demostrar que las diagonales del cuadrilátero 
con vértices en los centros de estas circunfe- 
rencias son mutuamente perpendiculares. 

* 
* * o. 

11.287. Demostrar que la circunferencia de 
los nueve puntos (véase el problema 11.160) 
es tangente a la circunferencia inscrita en un 
triángulo y a todas las circunferencias exinscri- 
tas (teorema de Feuerbach). 

11.288. Sea $H el punto de intersección de 
las alturas del triángulo ABC. Demostrar que 
la circunferencia de los nueve puntos es tan- 
gente a todas las circunferencias inscritas y 
exinscritas de los triángulos AHB, BHC, CHA. 

11.289. Demostrar que el punto de inter- 
sección de las diagonales de un cuadrilátero 
con vértices en los puntos, en los que la cir- 
cunferencia de los nueve puntos del triángulo 
ABC toca las circunferencias inscrita y exins- 
critas de este triángulo, se halla en su línea 
media. 

11.290. Designemos con F, F,, F, y Fo. 
los puntos, en los cuales la circunferencia de 
los nueve puntos del triángulo ABC toca la 
circunferencia inscrita y tres circunferencias 
exinscritas (F', es el punto de tangencia con 
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la circunferencia, cuyo centro es f,, etc.). 
Supongamos también que A, y A, B, y Ba, 
C, y C, son los puntos, en los que las bisectri- 
ces de los ángulos interiores y exteriores A, B 
y C, respectivamente, intersecan los lados 
opuestos. Demostrar la semejanza de los tri- 
ángulos siguientes: AF FF. y AA,¡B,C,, 
AFF¿,F. y AA¡B.C,, AFF.F¿ y AB¡CA o, 
AFF F, y AC,¡A¿2B, (teorema de Victor The- 
bault). 


$ 7. Combinaciones de figuras. 
Desplazamientos por el plano. Polígonos 


11.291. Sobre los lados BC, CA y AB del 
triángulo ABC hacia el exterior están cons- 
truidos los cuadrados BCDE, ACFG, BAHK. 
Sean FCDO y ENKEP dos paralelogramos. De- 
mostrar que el triángulo APQ es rectángulo e 
isósceles. 

11.292. Supongamos que ABCD es un rec- 
tángulo, E es un punto tomado en BC, F, 
en DC; E, es el punto medio de A£,, F,, el 
punto medio de AF. Demostrar que, si. AAE£EF 
es regular, los triángulos DE,C y BF,C lo son 
también. 

11.293. Sobre los catetos AC y BC de un 
triángulo rectángulo hacia el exterior están 
construidos los cuadrados ACKL y BCMN. 
Demostrar que el cuadrilátero acotado por los 
catetos y las rectas LB y NA es equivalente al 
triángulo formado por las rectas LB, NA y 
la hipotenusa AB. 

11.294. Sobre los lados de un cuadrilátero 
convexo hacia el exterior están construidos 
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sendos cuadrados. Demostrar que, si las diago- 
nales del cuadrilátero son perpendiculares, los 
segmentos que unen los centros de los cuadra- 
dos opuestos, pasan por el punto de intersec- 
ción de las diagonales del cuadrilátero. 

11.295. Demostrar que si los centros de 
los cuadrados, construidos sobre los lados de 
un triángulo dado hacia el exterior, sirven 
como vértices del triángulo, cuya área es dos 
veces mayor que la del dado, los centros 
de los cuadrados, construidos sobre los lados 
del triángulo hacia el interior de éste, se hallan 
en una recta. 

11.296. Sobre los lados BC, CA y AB del 
triángulo ABC hacia el exterior están construi- 
dos los triángulos A¡BC, B,¡CA y C¡AB de 
manera que ZA¡BC = ZC,¡BA, ZC,¡AB = 
= ZB,AC, ZB|¡CA = ZA¡CB. Demostrar 
que las rectas AA,, BB,, CC, se cortan en un 


punto. 
11.297. Supongamos que ABC es un tri- 
ángulo isósceles (| AB | = | BC |); BD es su 


altura. Un círculo de radio BD rueda por la 
recta AC. Demostrar que mientras el vértice 
B se encuentre en el interior del círculo, el 
arco de la circunferencia dispuesto en el inte- 
rior del triángulo tiene una longitud constante. 

11,298. Por dos rectas que se intersecan, 
con velocidades iguales se mueven dos puntos. 
Demostrar que existirá un punto fijo del plano 
tal que en todos los momentos de tiempo será 
equidistante de éstos. 

11.299. Dos ciclistas avanzan por dos cir- 
cunferencias que se intersecan. Cada uno sigue 
su propia circunferencia con una velocidad cons- 
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tante. Al salir simultáneamente del punto, en 
el que se intersecan las circunferencias, y al 
dar sendas vueltas, los ciclistas se encuentran 
de nuevo en este punto. Demostrar que existe 
un punto inmóvil tal, en cuyo caso las distan- 
cias del mismo hasta los ciclistas siempre son 
iguales, si estos se mueven: a) en una misma 
dirección (en sentido de las agujas del reloj); 
b) en direcciones opuestas. 

11.300. Demostrar que: a) el giro alrededor 
de un punto O en un ángulo a equivale al em- 
pleo sucesivo de dos representaciones simétricas 
axiales, cuyos ejes pasan por el punto O, y el 
ángulo entre los ejes es q«/2, mientras que la 
traslación paralela equivale a dos simetrías 
axiales con ejes paralelos; b) dos giros sucesi- 
vos alrededor del punto O, en un ángulo a y 
alrededor del punto O, en un ángulo $ (0 < 
< a < 21, OUO<PB< 2x, los giros se hacen en 
una misma dirección) equivalen a un giro en 
el ángulo a + f alrededor de cierto punteo O, 
sia + $4 25n. Hallar los ángulos del trián- 
gulo 0,0,0. 

11.301. Sobre los lados del triángulo arbi- 
trario como sobre bases están construidos tres 
triángulos isósceles AKB, BLC, CMA con 
los ángulos en los vértices K, L y M iguales a 
a, PByy, a +P+y+ 21. Al mismo tiempo, 
los tres triángulos están dispuestos fuera del 
triángulo ABC o bien en su interior. Demos- 
trar que los ángulos del triángulo KLM son 
iguales a a/2, B/2, y/2. 

11.302. Supongamos que ABCDEF es un 
hexágono inscrito, en el cual |4AB|= 
=|CD|=|EF|=R, donde R es el radio 
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de la circunferencia y O es su centro. De- 
mostrar que los puntos de las intersecciones 
dos a dos de las circunferencias circunscritas 
alrededor de los triángulos BOC, DOE, FOA, 
distintos de O, sirven de vértices para un tri- 
ángulo regular con el lado R. 

11.303. Sobre los lados de un cuadrilátero 
convexo hacia el exterior están construidos 
sendos rombos, cuyo ángulo agudo es igual a a. 
Al mismo tiempo, los ángulos de dos rombos, 
adyacentes a un mismo vértice del cuadrilá- 
tero, son iguales. Demostrar que los segmen- 
tos, que unen los centros de los rombos opues- 
tos, son iguales y el ángulo agudo entre estos 
segmentos es igual a a. 

11.304. Viene dado un triángulo arbitrario. 
Sobre sus lados, fuera del triángulo, están 
construidos sendos triángulos equiláteros, cu- 
yos centros sirven de vértices para el triángulo 
A. Los centros de los triángulos equiláteros, 
- construidos sobre los lados del triángulo de 
partida hacia el interior de éste, sirven como 
vértices para otro triángulo 0. Demostrar que: 
a) los triángulos A y Ó son equiláteros; b) los 
centros de los triángulos A y Ó coinciden con 
el centro de masas del triángulo inicial; c) la 
diferencia de las áreas de los triángulos A y Ó 
es igual a la del triángulo de partida. 

11.305. En el plano se dan tres puntos. Por 
éstos están trazadas tres rectas que forman un 
triángulo regular. Hallar el lugar geométrico 
de los centros de estos triángulos. 

11.306. Se da un triángulo ABC. En la 
recta que pasa por el vértice A y es perpendicu- 
lar al lado BC, se toman dos puntos A, y «1. 
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de modo que | 44, | =|442]|=|5£C | (4, 
es más próximo a la recta BC que A). De ma- 
nera análoga, en la recta perpendicular a AC, 
que pasa por B, se toman los puntos B, y B, 
de modo que | BB, | = | BB, | = | AC |]. De- 
mostrar que los segmentos A,B, y A2b, son 
iguales y mutuamente perpendiculares. 


* bl * 

11.307. Demostrar que un polígono cir- 
cunscrito, con todos los lados iguales, es re- 
gular, si el número de sus lados es impar. 

11.308. Por el centro de un polígono regu- 
lar de n lados, inscrito en una circunferencia 
unitaria, está trazada una recta. Hallar la 
suma de los cuadrados de las distancias desde 
los vértices del polígono de n lados hasta 
esta recta. 

11.309. Demostrar que la suma de las 
distancias desde un punto arbitrario tomado 
en el interior de un polígono convexo hasta 
sus lados es constante, si: a) todos los lados 
del polígono son iguales; b) todos los ángulos 
del polígono son iguales. 

11.310. Una semicircunferencia está divi- 
dida por los puntos Apo, 4, ---. Asn+1 
en 2n +41 arcos iguales (4, y Azn+1 Son 
los extremos de la semicircunferencia), O es el 
centro de la semicircunferencia. Demostrar 
que las rectas A¡42n, AsA2n-1) + - +» AnAn+1 
forman al intersecarse con las rectas OA, 
y OA,+, unos segmentos, la suma de cuyas 
longitudes es igual al radio de la circunferen- 
cia. 
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11.311. Demostrar que si a partir de un 
punto arbitrario de una circunferencia se ba- 
jan perpendiculares sobre los lados de un polí- 
gono inscrito de 2n lados, los productos de las 
longitudes de estas perpendiculares, tomando 
una sí y otra no, serán iguales. 

11.312. Sea 4,4)... A, un polígono ins- 
crito; el centro de la circunferencia se halla 
en el interior del polígono. Un sistema de cir- 
cunferencias toca interiormente la dada en 
los puntos A,, Az, ..-, 4,; además, uno 
de los puntos de intersección de dos circunfe- 
rencias vecinas se encuentra en el lado corres- 
pondiente del polígono. Demostrar que si n 
es impar, todas las circunferencias- tienen ra- 
dios iguales. La longitud de la frontera exte- 
rior de la unión de circunferencias inscritas 
es igual a la longitud de la circunferencia 
dada. 

11.313. Examinemos una circunferencia, 
en la cual está inscrito un polígono de (2n + 1) 
lados A¡42.+.- . Ason+1- Sea A un punto arbi- 
trario del arco A¡A»n+1. 

a) Demostrar que la suma de las distancias 
desde A hasta los vértices con números pares 
es igual a la suma de las distancias desde 4 
hasta los vértices con números impares. 

b) Construyamos circunferencias iguales 
que sean tangentes a la dada de manera igual 
en los puntos A;, Az, + - -, Azn+1- Demostrar 
que la suma de las tangentes trazadas desde 
A hacia las circunferencias que tienen contac- 
to con la dada en los vértices con números 
pares, es igual a la suma de las tangentes tra- 
zadas a las circunferencias que tienen contacto 
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con-la dada en los vértices con números impa- 
res. 
11.314. a) A una circunferencia dada están 
trazadas dos tangentes. Sean A y B los puntos 
de tangencia, C, el punto de intersección de las 
tangentes. Tracemos una recta arbitraria 1, 
tangente a la circunferencia dada, que no pasa 
por A y B. Sean u y vU las distancias desde A 
y B hasta l; w, la distancia desde C hasta !. 
Hallar uv/w?, si Z ACB = au. 

b) Alrededor de una circunferencia está 
circunscrito un polígono. Sea 1 una recta ar- 
bitraria tangente a la circunferencia, que no 
coincide con ninguno de los lados del polígo- 
no. Demostrar que la razón entre el producto 
de las distancias desde los vértices del polí- 
gono hasta l y el producto de las distancias 
desde los puntos, en los que los lados del po- 
lígono contactan con la circunferencia, hasta 
l no depende de la posición ocupada por la 
recta l. 

c) Sea 4142 .. - 4zn un polígono de 2n 
lados circunscrito alrededor de una circun- 
ferencia, y l, una tangente arbitraria a la circun- 
ferencia. Demostrar que el producto de las 
distancias desde los vértices con números im- 
pares hasta 1 y el producto de distancias desde 
los vértices con números pares hasta 1 se 
encuentran en razón constante que no depende 
de / (se supone qué / no contiene los vértices 
del polígono). 

11.315. En un polígono inscrito están tra- 
zadas las diagonales que no se intersecan, si- 
no que lo dividen en triángulos. Demostrar 
que la suma de radios de las circunferencias 
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inscritas en estos triángulos no depende de la 
manera de trazar las diagonales. 

11.316. Supongamos que 4,4, ...A, es 
un polígono de perímetro 2p circunscrito al- 
rededor de una circunferencia con radio r; 
B,, Ba, . . ., B,, respectivamente, son los pun- 
tos de tangencia de los lados 4,4), A243, +. . 
. .., A, A, con la circunferencia; M es un 
punto que se encuentra a la distancia d del 
centro de la circunferencia. Demostrar que 


|MB, |? 141421 + | MB, |?- 14,43] + 
+... +]MB, 1? 14,4,| = 2p (1? + a). 


11.317. Supongamos que ABCD es un cua- 
drilátero inscrito, M, un punto arbitrario 
de la circunferencia. Demostrar que las pro- 
yecciones del punto M sobre las rectas de Sim- 
son (véase el problema 11.153) que correspon- 
den al punto M respecto a los triángulos ABC, 
BCD, CDA y DAB se hallan en una recta 
(recta de Simson del cuadrilátero). 

Luego, por inducción determinemos la rec- 
ta de Simson del polígono de (n + 1) lados 
haciendo uso de la recta de Simson del polí- 
gono de n lados, a saber, para el polígono de 
(n + 1) lados inscrito arbitrario y el punto 
.M en la circunferencia, las proyecciones de 
este punto sobre todas las rectas de Simson 
posibles de este punto respecto a todos los 
polígonos de n lados posibles, : formados por 
n vértices de este polígono de (n + 1) lados, 
se hallan en una recta que es la recta de Sim- 
son del polígono de (n + 1) lados. 
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11.318. En el interior de la circunferencia 
a se halla la circunferencia f. En la circunfe- 
rencia a se dan dos sucesiones de puntos: 
As. As Aso. Y By Ba: Bs... que si- 
guen en una misma dirección, y tales que las 
rectas 4,47, A243, AzAa --- Y BiBa, B2Bs, 
BB, ... son tangentes a la circunferencia f. 
Demostrar que las rectas A,B,, AzB», AzBb3 » - - 
son tangentes a una circunferencia, cuyo cen- 
tro se encuentra en la recta que pasa por los 
centros de las circunferencias a y B. 


11.319. Aprovechando el resultado del 
problema anterior, demostrar la afirmación 
siguiente (teorema de Poncelet). Si existe un 
polígono de n lados inscrito en cierta circun- 
ferencia a y circunscrito alrededor de otra cir- 
cunferencia f, existirá un número infinita- 
mente grande de polígonos de n lados inscri- 
tos en la circunferencia a y circunscritos alre- 
dedor de la circunferencia fP; además, por uno 
de los vértices de semejante polígono de n 
lados se puede tomar cualquier punto de la 
circunferencia Q. 

11.320. Sobre los lados del triángulo re- 
gular POR como sobre bases, hacia el exte- 
rior del mismo, están construidos los triángu- 
los isósceles PXO, QYR y RZP; además, 


LPXQ =2(n +24) LQYR =3/(1 + 
+24 B), RZP=% (a + 2.2 C), donde A, 


B, C son ángulos de cierto triángulo 
ABC. Sea A, el punto de intersección de las 
rectas ZP e YO; B,, el punto de intersección 
de las rectas XQ y ZR; C,, el punto de inter- 
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sección de las rectas YR y XP. Demostrar 
que los ángulos del triángulo A/¿B,C, son igua- 
les a los ángulos correspondientes del trián- 
gulo ABC. 

Aprovechando el resultado obtenido, de- 
mostrar el teorema de Morley que reza: si los 
ángulos de un triángulo arbitrario están divi- 
didos en tres partes iguales cada uno (las rec- 
tas obtenidas se llaman trisectrices), entonces 
tres puntos que son los puntos de intersección 
de pares de trisectrices adyacentes a los lados 
correspondientes del triángulo, son los vérti- 
ces del triángulo regular. 

11.321. Consideremos que los vértices del 
triángulo ABC siguen uno tras otro en orden 
positivo, o sea, en sentido contrario a las agu- 
jas del reloj. Para cualesquiera dos rayos au 


y PB designemos con el símbolo (a, $) el ángulo, 
en que hace falta girar el rayo q en sentido 
contrario a las agujas del reloj para que coin- 
cida con el rayo fP. Designemos con Qu; y QU; 
dos rayos que parten desde A, para los cua- 


WN LS, DN á 
les (AB, 0.1) = (a, a) = (a, AC) =3 LA, 


: DN 
%z Y A, SON rayos, para los cuales (AB, u)) = 
NS OS 4 
= (0%, %) = (a, AC) =3 1 ZA +21) y, 
por fin, dz y «a, son rayos, para los cuales 
ÁS PS O 4 
(AB, %3) 0 (% 3, 0) == (%, AC) = (ZA + 


+ 41) (a, 0, donde i=4,2,3, respecti- 
vamente, los llamaremos trisectrices de prime- 
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ro, segundo y tercer géneros). De la misma 
manera, para los vértices B y C determinemos 
Py Pi y Yrn Yr (1, k=1, 2,3). Designemos 
con apjy, el triángulo formado al cortarse 
las rectas (no los rayos) %; y Pj, Bj Y Ph, Yr Y %i- 
Demostrar que para todos i, j, k tales, que 
i+j+k—ái no es múltiple de tres, los 
triángulos a;¡Pyy, son regulares, sus lados son 
correspondientemente paralelos y los vérti- 
ces se sitúan en las nueve rectas, seis en ca- 
da recta (teorema completo de Morley). 


$ 8. Desigualdades geométricas. Problemas 
del máximo y del mínimo 


11.322. Al principio del siglo XIX, el 
geómetra italiano Malfatti planteó el proble- 
ma siguiente: de un triángulo dado hay que 
cortar tres círculos de tal manera que la suma 
de sus áreas sea máxima. En las investigacio- 
nes posteriores, por circunferencias de Malfatti 
se entendían tres circunferencias que se tocan 
dos a dos, y cada una de las cuales es tangente 
también a dos lados del triángulo dado. Demos- 
trar que para el triángulo regular las circun- 
ferencias de Malfatti no dan la solución del 
problema inicial. (Sólo a mediados del siglo 
XX fue establecido que las circunferencias de 
Malfatti no dan la solución del problema ini- 
cial, cualquiera que sea el triángulo). 


11.323. Demostrar que p>>3 V6Rr, don- 


de p es el semiperímetro, r y R, los radios de 
las circunferencias inscrita y circunscrita del 
triángulo. 
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11.324. Demostrar que el perímetro del 
triángulo, cuyos vértices son los pies de las 
alturas del triángulo acutángulo dado, no 
supera la mitad del perímetro del triángulo da- 
do. 

11.325. Demostrar que si el triángulo, for- 
mado por las medianas del triángulo dado, 
es obtusángulo, el ángulo menor del triángu- 
lo de partida es inferior a 45”. 

11.326. Sea ABCD un cuadrilátero conve- 
xo. Demostrar que por lo menos uno de los 
cuatro ángulos BAC, DBC, ACD, BDA no 
supera n/4. 

11.327. Demostrar que la mediana traza- 
da al lado mayor del triángulo forma con los 
lados que la comprenden, ángulos, la magni- 
tud de cada uno de los cuales no es menor que 
la mitad del ángulo mínimo del triángulo. 

11.328. Demostrar que si en el triángulo 
ABC el ángulo B es obtuso y |AB|= 
= | AC | /2, entonces LC > ZA/2. 

11.329. Demostrar que la circunferencia 
cincunscrita alrededor de un triángulo no 
puede pasar por el centro de la circunferencia 
exinscrita. 

11.330. En un triángulo, del vértice A 
parten la mediana, la bisectriz y la altura. 
¿Qué ángulo es mayor: entre la mediana y la 
bisectriz o entre la bisectriz y la altura, si se 
da el ángulo A? 

11.331. Demostrar que, si las medianas 
que parten de los vértices B y C del triángu- 
lo ABC son perpendiculares, entonces ctg B + 
+ ctgC 2/3. 

11.332. En el triángulo ABC, |AB |< 
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< | BC | . Demostrar que para el punto arbi- 
trario M tomado en la mediana que parte del 
vértice B, ZBAM> ZBCM. 

11.333. Desde el punto exterior A hacia 
la circunferencia están trazadas dos tangentes 
AB y AC y sus puntos medios D y £ están 
unidos mediante la recta DE. Demostrar que 
esta recta no corta la circunferencia. 

11.334. Demostrar que si la recta no corta 
la circunferencia, entonces para cualesquiera 
dos puntos de la recta la distancia entre 
éstos está comprendida entre la suma y la di- 
ferencia de longitudes de las tangentes tra- 
zadas por estos puntos hacia la circunferencia. 
Demostrar la afirmación inversa: si para dos 
puntos cualesquiera de la recta la afirmación 
no se cumple, entonces la recta corta la cir- 
cunferencia. | 

11.335. En el triángulo ABC, los ángulos 
están ligados mediante la relación 3ZA — 
— Z¿C<mxm. El ángulo B está dividido en 
cuatro partes iguales por las rectas que cortan 
el lado AC. Demostrar que el tercero de los 
segmentos, en los cuales está partido el lado 
AC, contando desde el vértice A, es menor de 

AC ]/4. 

11.336. Sean a, b, c, d los lados sucesivos de 
un cuadrilátero. Demostrar que si S es su 
área, entonces S< (ac + bd)/2; además, la 
igualdad es válida sólo para el cuadrilátero 
inscrito, cuyas diagonales son perpendicula- 
res. 
11.337. Demostrar que si las longitudes de 
las bisectrices del triángulo son menores que 


1, entonces su área es menor de Y 3/3. 
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11.338. Demostrar que un triángulo será 
acutángulo, rectángulo u obtusángulo, según 
que sea positiva, igual a cero o negativa la 
expresión a? + b? + c?—8R? (a, b,c, son los 
lados del triángulo, R, el radio del círculo 
circunscrito). 

11.339. Demostrar que un triángulo será 
acutángulo, rectángulo u obtusángulo según 
que su semiperímetro sea mayor, igual o me- 
nor, respectivamente, que la suma del diáme- 
tro del círculo circunscrito y del radio del ins- 
crito. 


11.340. Demostrar que si las longitudes 
de los lados del triángulo están ligadas me- 
diante la desigualdad a? + b? > 5e?, c es el 
menor de los lados. 


11.341. En el triángulo ABC, el ángulo B 
tiene magnitud media: LZACS<ZIB<LZC, I 
es el centro de la circunferencia inscrita, O, 
el centro de la circunferencia circunscrita, 
H, el punto de intersección de las alturas. De- 
mostrar que / se halla en el interior del trián- 
gulo BOH. 

11.342. Dos triángulos ABC y AMC están 
dispuestos de tal manera que MC corta AB 
en el punto O; además, |4AM|+ | MC | = 
=|AB|I+ |BC]. Demostrar que si 

AB|=|BC |, entonces |OB | >|OM |]. 

11.343. En el triángulo ABC el punto M 
se halla en el lado BC. Demostrar 
que (JAM|— |AC|)|BC|<(|AB]|— 
— |AC])|MC|. 

11.344. Sean a, b, c los lados del triángulo 
ABC; M, un punto arbitrario del plano. Ha- 
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llar el mínimo de la expresión: | MA |? + 
+ [MB |? + |MC [?. 

11.345. Los lados del ángulo igual a «a 
son las barandas de la mesa de billar. ¿Qué 
número máximo de rebotes de las barandas 
puede hacer una bola de billar (se puede pres- 
cindir de las dimensiones de la bola)? 

11.346. En los vértices de un cuadrado con 
el lado igual a 2 km están dispuestos sendos 
pueblos. Estos últimos están unidos mediante 
caminos de manera que desde cada uno de ellos 
se puede ir a cualquier otro. ¿Podrá ser infe- 
rior a 5,9 km la longitud total de cami- 
nos? 

11.347. El punto A está dispuesto entre 
dos rectas paralelas, a unas distancias a y 
b de ellas. Este sirve de vértice de un ángulo 
igual a a de todos los triángulos posibles, cuyos 
otros vértices se sitúan uno en cada una de las 
rectas dadas. Hallar el valor mínimo del área 
de semejantes triángulos. 

11.348. Se da una circunferencia de radio 
R con el centro en el punto O, AB es su diá- 
metro y el punto M se halla en el radio OA: 
además, |AM|:|MO | =k. Por el punto 
M está trazada una cuerda arbitraria CD. 
¿A qué es igual el valor máximo del área del 
cuadrilátero ACBD? 

11.349. Viene dado un ángulo con el vér- 
tice A y dos puntos M y N en su interior. Por 
M se traza una recta que corta los lados del 
ángulo en los puntos B y C. Demostrar que, 
para que el área del cuadrilátero ABNC 
sea mínima, es necesario y suficiente que la 
recta BC corte AN en el punto P tal que 
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[BP | =|MC |. Dar un procedimiento de 
construcción de esta recta. 

11.350. El vértice del ángulo a se halla en 
el punto O, A es un punto fijo en el interior 
del ángulo. En los lados del ángulo se toman 
los puntos M y N de tal manera que y MAN = 

=f(a + B< a). Demostrar que si 
—JAM|=|AN |, el área del cuadrilátero 
OMAN alcanzará el máximo (entre todos los 
cuadriláteros posibles que se obtienen al cam- 
biar la posición de M y N). 

11.351. Teniendo en cuenta el resultado 
del problema anterior, resolver el siguiente. 
En el interior de un ángulo con el vértice O 
se toma el punto 4. La recta OA forma con 
los lados del ángulo los ángulos q y y. Hallar 
en los lados del ángulo los puntos M y N tales 
que ZMAN =P (0 +y+P<a) y el área 
del cuadrilátero OMAN sea máxima. 

11.352. Viene dado el triángulo OBC 
(BOC = a). Para cada punto A en el lado 
BC determinemos los puntos M y N en OB 
y OC de manera que ZMAN =$f (a FPB=< 
< n) y el área del cuadrilátero OMAN sea 
máxima. Demostrar que esta área máxima 
alcanza el mínimo para los puntos A, M y 
N tales, para los cuales | MA | =|AN |] 
y la recta MN es paralela a BC. (Semejantes 
puntos se encontrarán si los ángulos B y C 


del triángulo ABC no superan 3 +5) ' 
11.353. Sea ABCD un cuadrilátero inscri- 
to. La diagonal AC es igual a a y forma los 


ángulos a y f con los lados AB y AD, respec- 
tivamente. Demostrar que el área del cua- 
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drilátero está comprendida entre las magnitu- 
des a? sen (a. +-B) sen $ a? sen (a +P) sen a 
2sen QU 2sen $ d 

11.354. Se da el ángulo a con el vértice 
en el punto O y el punto A en su interior. Exa- 
minemos todos Jos cuadriláteros posibles 
OMAN, cuyos vértices M y N están dispues- 
tos en los lados del ángulo, y tales que 
¿MAN =fP(a + $ >x). Demostrar que 
si entre estos cuadriláteros hay un cuadrilá- 
tero convexo tal que | MA | =|AN |, en- 
tonces este cuadrilátero tiene el área mí- 
nima entre todos los cuadriláteros examina- 
dos. 

11.355. En el interior de un ángulo con 
vértice O se da el punto A tal que OA forma 
los ángulos q y y con los lados del ángulo dado. 
Hallar en los lados del ángulo los puntos M 
y N tales que MAN =PBl0+v+8B > 
> xn) y el área del cuadrilátero OMAN sea 
mínima. 

11.356. Enel triángulo OBC, 1 BOC = a; 
para cada punto A tomado en el lado BC 
determinemos los puntos M y N, respectiva- 
mente, en OB y OC de modo que Z MAN = 
= P y el área del cuadrilátero OMAN sea 
mínima. Demostrar que esta área mínima será 
máxima para tales puntos A, M y N, para 
los cuales | MA | = | AN | y la recta MN 
es paralela a BC. (Si semejante punto A no 
existe, el máximo se alcanzará al final del la- 
do BC para el cuadrilátero degenerado.) 

11.357. Hallar el radio del círculo de área 
máxima que pueda cubrirse totalmente con 
tres círculos de radio R. Resolver el problema 
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para el caso general, cuando los radios son 
iguales a Ri,, Ra, Ra. 

11.358. ¿Es posible o no cubrir totalmente 
con tres cuadrados unitarios un cuadrado con 
el lado 5/4? 

11.359. ¿A qué es igual el área máxima de 
un triángulo regular que puede cubrirse to- 
talmente con tres triángulos regulares con el 
lado igual a 1? 


11.360. En el triángulo ABC, en los la- 
dos AC y BC se toman los puntos M y N y 
en el segmento MN, el punto L. Supongamos 
que las áreas de los triángulos ABC, AML y 
BNL son iguales, respectivamente, a S, P 
y Q. Demostrar que VS> VP + Y O. 

11.361. Supongamos que a, b, c, $ son, 
respectivamente, los lados y el área de un 
triángulo; a, P, y, los ángulos de un otro 
triángulo. Demostrar que a? ctg a +0? ctg P + 
+ e? ctg y > 4 S; además, esta igualdad es 
válida sólo en el caso, en que ambos triángu- 
los son semejantes. 

11.362. Demostrar la desigualdad a? + 
+04 0>48/3 + (a— bd? + (b—c) + 
+ (c — ay?, donde a, b, c, S son, respectiva- 
mente, los lados y el área de un triángulo 
(desigualdad de Finsler y Hadwiger). 

11.363. Se da un triángulo con los lados 
a, b y c. Determinar el área del mayor trián- 
gulo regular posible circunscrito alrededor del 
dado y el área del menor triángulo regular ins- 
crito en el primero. 

11.364. Sea M un punto arbitrario en el 
interior del triángulo ABC. La recta AM corta 
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la circunferencia circunscrita alrededor del ABC 
|[BM|-1CM| > 

[AM] 
- > 2r, donde r es el radio de la circunferencia 
inscrita; además, la igualdad se obtiene cuan- 
do M coincide con el centro de la circunferen- 
cia inscrita. 

11.365. Sea M un punto arbitrario en el 
interior del triángulo ABC. Demostrar que 
JAM | sen ZBMC + | BM | sen ZAMC+ 
+ |CM | sen ZAMBS p [p es el semi- 
perímetro del triángulo ABC) y la igualdad 
se logra cuando M coincide con el centro de 
la circunferencia inscrita. 

11.366. Sean h,, h,, hz las alturas del 
triángulo ABC, y u, v, w, las distancias hasta 
los lados correspondientes desde el punto M 
que se encuentra en el interior del triángulo 
ABC. Demostrar las desigualdades: 

ha ha ha a 

Va 

b) hihoh¿> 27 uvv; 

c) (h, — u) (h, — 0) (Az — w) > 8 uv. 

11.367. Supongamos que k es la longitud 
de la altura máxima de un triángulo no ob- 
tusángulo, R y r son, respectivamente, los 
radios de las circunferencias circunscrita e 
inscrita. Demostrar que R + r<h (Erdos). 

11.368. Demostrar que el radio de la cir- 
cunferencia circunscrita alrededor de un trián- 
gulo formado por las medianas de otro trián- 
gulo acutángulo, es superior a 5/6 partes del 
radio de la circunferencia circunscrita alre- 
dedor del triángulo de partida. 

11.369. Demostrar que la suma de cuadra- 
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en el punto A,. Demostrar que 


dos de las distancias a partir de un punto 
arbitrario del plano hasta los lados de un 
triángulo toma el valor mínimo para tal pun- 
to señalado en el interior del triángulo, para 
el cual las distancias hasta los lados corres- 
pondientes son proporcionales a estos lados. 
Demostrar también que este punto es el pun- 
to de intersección de las simedianas (véase 
el problema 11.171) del triángulo dado 
(punto de Lemuan). 

11.370. En el triángulo dado todos los 
ángulos son menores de 120%. Demostrar que 
la suma de las distancias desde un punto ar- 
bitrario hasta los vértices de este triángulo 
toma el valor mínimo para tal punto en su 
interior, desde el cual cada lado del triángulo 
se ve bajo el ángulo de 120” (punto de To- 
rricelli). 

11.371. Demostrar que entre todos los 
triángulos inscritos en un triángulo acutángulo 
dado, el perímetro mínimo lo tiene aquel, 
cuyos vértices son los pies de las alturas del 
triángulo dado. 

11.372. Demostrar que la suma de las dis- 
tancias desde un punto tomado en el interior 
del triángulo hasta sus vértices no es menor de 
6r, donde r es el radio de la circunferencia 
inscrita. 

11.373. Para un triángulo arbitrario demos- 
trar la desigualdad (las designaciones son 
; 2 
corrientes) A +a< poriA 

11.374. Supongamos que XK es el punto de 
intersección de las diagonales del cuadrilátero 
convexo ABCD, L, un punto en el lado AD 
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N, otro punto en el lado BC, M, un punto en 
la diagonal AC; además, KL y MN son parale- 
las a AB, LM es paralela a DC. Demostrar 
que KLMN es un paralelogramo y su área es 
menor de 8/27 partes de la del cuadrilátero 
ABCD (teorema de Hattori). 

11.375. Dos triángulos tienen un lado co- 
mún. Demostrar que la distancia entre los 
centros de las circunferencias inscritas en éstos 
es menor que la distancia entre los vértices 
que no coinciden (problema de Zalgaller). 

11.376. En el triángulo ABC, los ángulos 
son iguales a a, P y y. Otro triángulo DEF 
está circunscrito alrededor del triángulo ABC 
de modo que los vértices A, B y C se encuen- 
tran en los lados EF, FD y DE, respec- 
tivamente; además, ZECA = ZDBC = 

= FAB = q. Determinar el valor del 
ángulo q, en cuyo caso el área del triángulo 
EFD es máxima. 

11.377. En los lados BC, CA y AB del 
triángulo ABC se toman, respectivamente, 
los puntos A,, B,, C,. Demostrar que el área 
del triángulo 4,B,C, no es menor que el 
área por lo menos de uno de los tres triángu- 
los: AB,C,, A,BC,, A,B,C. 

11.378. Sean O, 1, H, respectivamente, 
los centros de las circunferencias circunscrita, 
inscrita y el punto de intersección de las al- 
turas de un triángulo determinado. Demostrar 
que |OH |>]|78H | V2. 

11.379. Supongamos que M es un punto 
arbitrario tomado en el interior del triángulo 
ABC; x, y y z son las distancias desde M hasta 


152 


A, B y C, respectivamente; u, v y w, las dis- 
tancias desde M hasta los lados BC, CA y 
AB, respectivamente; a, b, c, los lados co- 
rrespondientes del triángulo 4BC; S essu área; 
R y r, los radios de las circunferencias cir- 
cunscrita e inscrita. Demostrar las desigual- 
dades: 

a) ax + by + c2> 46; 

bxi+y+2z> 2 (u + v +) (desigual- 
dad de Erdós); 

Cc) zu + yv + 2w> 2 (uv + vw + wu); 


d) 2 (AA A 
e) 1yz>=3- E Eur 0) (v+w) (w+u); 
f) 2yz> E uvw; 


g) ay+yz+z0> E (uo + ww + wu). 

11.380. En un triángulo dado tracemos la 
mediana hacia el lado mayor. Esta mediana 
divide el triángulo en dos. En cada uno de los 
triángulos obtenidos también tracemos la me- 
diana hacia el lado mayor, etc. Demostrar que 
todos los triángulos resultantes pueden divi- 
dirse en un número finito de clases de manera 
que todos los triángulos que pertenecen a una 
misma clase, serán semejantes entre sí. Demos- 
trar también que cualquier ángulo de cual- 
quier triángulo obtenido a consecuencia de 
estas construcciones no es menor que la mi- 
tad del ángulo mínimo del triángulo inicial. 

11.381. Hallar el triángulo del área mí- 
nima, el cual puede cubrir totalmente cual- 
quier triángulo con los lados que no superen 
al. 


Respuestas, indicaciones y 
resoluciones 


!, Hechos y teoremas geométricos 
fundamentales. Problemas de cálculo 


1.17. Una bisectriz divide el triángulo en 
dos, cuyas áreas son A A son Y 
i 2 aa a” 
respectivamente, y el área de todo el trián- 
ab aca al 
gulo es 3 Sena; por consiguiente, (+ 


QL 
2ab cos Ln 

a+b  ” 

1.19. Tomemos una circunferencia tangen- 
te a los lados AB, “BC y CA. Si esta circunfe- 
rencia no es tangente al lado DA, entonces, 
al trazar la tangente DA, (4, se halla en AB), 
obtenemos ADAA,, en el cual uno de los la- 
dos es igual a la suma de los otros dos. 

1,20. Al trazar por los vértices del trián- 
gulo las rectas paralelas a los lados opuestos, 
obtenemos un triángulo, para el cual las al- 
turas del triángulo de partida son perpendi- 
culares levantadas hacia los lados en sus pun- 
tos medios. 


y bl 0% ab : 
++) sen y-= 7 sen a, (== 


———— 


a+b c 3 24 
121. 10 aa. 1.23. *x 
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x (ar b-VEFR). Ea EN 
1.25, “2, 1.28, 12%! 1.29. 2 (a —bj2sona. 





: h. TO 7 : ab 
1.30. 7ig 7%. 13130. 132.7, 
1.33. 90". 1.36. r2(2 Y 3 + 3). 
1.37. IV a(I=a). 1.38. 4 (S,+8)). 


1.39. Si a >b, la bisectriz corta el lado CD; 
si a<b, la misma corta la base BC. 


1.40. 7 14d. arcos pp. 1.42. E x 


2 1/5 

x V3EF 2d. 1.438, a, 144.4 / £. 

145. (VS, + VS)”. 1.46, 9043. 
|a—b| ECU E b 

147. EV AEB. 1.48. arosen (2-1). 

1.49. (6—2):21: (62). 1.50. 5 (V 2-1) x 

xl(2/2-1)n—4]. 151. Z (6/3-6— 

Rx, 1“v/3 Aa rr—— 

2). 152 7 (+18). 1538. 2/9=2. 
d 4 

154. E. 155 ÁS, 








- 158. Si a < 90%, B< 90”, entonces los 
ángulos del AABC son iguales a 90” — au, 
90” — B,a + f; sia >90, B< 90”, enton- 
ces a — 90%, 90% + f, 180 — a — PB; si a < 
< 90%, PB >90”, entonces 90% + a, $ — 90”, 
180” — a — PB. 
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4 == O a 36 
1.59. > V m2—4S. 1.60. e 1.61. 35 h2. 


E S 
1.62. V n(4nt2— 1)" 

1.63. En un triángulo isósceles con el ángu- 
lo del vértice 1/5 la bisectriz del ángulo adya- 
cente a la base divide el triángulo en dos 
triángulos isósceles, uno de los cuales es se- 

















o al de partida. Respuesta: LE 77 
1.64. 2 [eg 5 ceci Z (n— a)]. 1.65. <- --Vv 10: 
a (4 sen? a +1) 
1.66. Fa o 1.67. 2y? (2 V3+ 3). 
a? + 4r2 3a a Y 10 
68. 2. 1.69 =—_——-. 1,70. ==, 
1.68. —7 1.69 A) Z 
1.71. 2. 1.72. q: 1.73. 5 (tg5—ctga). 
QA — 
a COS 
2 —a? aV7 
1.74. ICAA 1.75. =—. 1.76, Ed 
v3 al LE 
1.77. A 1.78. E 
1.79. 2 (B+7y-0). 1.80. ESTA 
T lb—a| ES TWENTE 
1.81. 2 sen? a sen 2f * 1.82. 4 V 4d?— (b—a)?. 


1.83. 2(R?2+ a2). 

1.84. Son posibles dos casos: ambos centros 
están dispuestos a ambos lados de la cuerda 
común o a un lado. Respectivamente hay dos 


pares de respuestas: a (Y 3—1),a LE (Y3-1) 
y a(V3+40), «2 (v3+0. 186.247. 
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1.87. 113. 1.88. arocos LE VA 1.89. e 
Ja? tn B T T 
190... LG, [ar 


— ar — |. 1.92. 422%. (Como 


regla, son posibles dos triángulos, pero en 
uno de éstos dos vértices se hallan en las 
prolongaciones de las diagonales.) 


193. 212. 194, > 1.95. V 7, 
196. £ (Y3-1). 1.97. Y 10. 1.98. 2-4. 











1.100. 5 V96—54 V 3. ul 22% 
1.102. a sen ctg2+B, p 
ena 


1.103. += V 25a2 + c2-+ 10ac cos f. 


3 4 Y Rr(R—r) 
1.104. S. 1.105, AR 


1406. EA ÉAASO. TT a 


2(b—acosa)  * dr 
Y/ 194024 2ab sen 7 
1.108... ————————_—, 1.109. Scosta. 
2.008 


1,110. Y 4R2—a?. 1.111. — 

1.112. V a? +b*+ 2ab cos alctg a]. 
1.113. V + e a2— H abcosa. 
1.114. aresen — y 1—arcsen —. 


E acos (a+) 
1.115. a(y2-1). 1116 Rath 
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a sen (a + PB) 
cos (20 +4) * 


2 cos +3 
E 419, LARES 


n] 
6 cos +1 Y 4Si— 


1.117. > a (b—a cos a) seni a. 


1.118. 





1.120. 4 cos 5 x 
Xx V (Ra —R,) R, sen? + R,cos? 5) ; 





150 Es sont y cost EE 
1.124, 15. 122, / le EMM. CGE SEN 
7 4 aia A 

a* cos o 


1.123. Va? +b?2—ab, Va. +d2+ ab. 
1.125. 45%, 75, 1.426. EU/3. 1.127. 2/8. 

















1.128. Y 2 1.129. (2 V3 +3). 
2? sen3 q sen B dE V3(y 134) 

1180 aa ds KA 
1.132. 1,1. 1.133. 357 - 1.134. 5 y 
Arccos e 1.135. 30". ey? a 
E EN 1.138. y 
cosB ” 
110 OS (En el triángulo 


V a? tg? a+ (a —b)? 
ONP los segmentos KP y NM son alturas, 
por eso OA es altura.) 


2Rr a 
1.140. R+r . 1.141. 9 


1.143. El error no supera 0,00005 de radio 
de la circunferencia. 3.144. 113—56 Y 3. 
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1445. 7,5. 1146. 3 2. 1.147. E 
1.148, VEL 1.449, Ya 1450. AVE 


List. E (4-y7). 1.452, LS. 
1.153. 2r2 sen? a sen 2a. 1.154. 2 2 


) :-v3 
1155. 33 1 + > arecos (= — da 


1.156. Y 12(2— V3). 1.157. ar/(a+2r). 
1.158. Si az, el problema tiene dos 


Tr 
3 Ss 


<a< n, tiene una sola solución: R?2sena x 
x (11 + sen 5) . 1.159. Desde 7 (3 Y 2—4) 


hasta + 1.160. Desde lee hasta 1. 


2 abe 

1161 ra 
tomado en el interior del triángulo tracemos 
rectas paralelas a los lados del triángulo. Sea 
que una de éstas separa de aquél un triángulo 
semejante al dado con la razón de semajanza »; 
la segunda, con la razón de semejanza y 
y la tercera, con la razón de semejanza y. 
o oe A+ qu +y=-=2). 


1.162. => 


1.163. Tomemos en la recta BA un punto 
A, de tal manera que | 4,8 | = | 4,C |. Los 
puntos A,, A, D y C se hallan en una circun- 
ferencia (ZDA,C = 90"— ZABC= DAC). 
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. 0.4 . 
soluciones:  R?sena (1 + sen 3) si 


(Por un punto arbitrario 


Por consiguiente, ZA¡4C = ZA¡DC = 90? 
y, por lo tanto, también Z BAC = 90". 


1.464. 1. 1.465, 22. 1.166. La. 
1.167 al+a Y a+ 8b2 1.168 a?-+a (d—b) 
467. HEEE 68, LH 
x V bd. 1.169. 6. 1.170. 3. 

1.171. Si o>¿s, entonces la distancia 


4 2 — — 
buscada será VS VO). Pero si Q< 


X 


< 75, son posibles dos respuestas: 


1.172. 3r? 





(a24-b2—c*%) c 
1.174. hab 


1.175. Supongamos que A y B son dos vér- 
tices vecinos del rombo, M es el punto de 
intersección de las diagonales, O, y O, son 
centros de las circunferencias (0,, en AM; 
O,, en BM). Tenemos: | AB |? =]| AM |? + 
+1BM|* =(]034 |*— 10M 13 + 
+ (|01B |? — | O,M |? = R?+ y 
—(|0M1?+ |0.M 1) =R* + r* — 
— a?, Respuesta: VR? + re —a?, 

1.176. 2 


1.177. 148] = VÍ IPEomeosa 


dispuesto en el interior del ángulo dado o 


,si B está 
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a? az 
del vertical a éste; panas 


en los demás casos. 


1.178. 2 arcsen RED E 1.179. Ed dEl ; 
1.180. Puesto cl EF es perpendicular a 
CO (O es el punto de intersección de las dia- 
gonales) y del planteamiento se deduce que 
AC es la bisectriz del ángulo A igual a 60", 
¡AE |=]|]AF]|=]|£F]| Si K es el pun- 


to medio de EF, entonces | 40 | = LE 





[CO | = «E, |CK |. [OK | =|EXK |? = 
= ELAK |? Respuesta: 2V% y 2023: 


1.181. Gh. 1.182. Designemos Z BAC= 
= BDC =a, LCBA = BCD=PB, 


AM = [BM |+|MC| _ 
Z BAM Q. Entonces TVAMIFLMDI 
— Senp+sen(a—p) 
— sen ($ + a — q) +sen (B + p) 
e ESE y 
a ) sen ($ + a) + sen PB 


== 

1.183. Siempre existe una cuerda parale- 
la a la base del triángulo, dividida por los la- 
dos en tres partes iguales (sin duda, 0 <a < 


< 2). Su longitud es Además, si 


AÑ. 8 
ES PE E 
a < 1/V 2, existe una cuerda más no parale- 
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la a la base, que posee la misma propiedad. 
La longitud de esta cuerda es 3/ Y 9 — 2a?. 
1.184. Supongamos que BC y AC cortan MN 


en los puntos P y Q. Designemos: O 











MP| Sgmc |1MB|-|MC|  3x 
Entonces | = = 25452 
[PN|. Sanc  IBNI|-1CN] 4 


Esto significa que ¡MP1 Hz > De manera 


r T 
análoga, |MQ| = cl ; 
ecuación PEN — 26 =a, 3daxr?+ (la—1)1+ 
+4a=0. Puesto que D>0 y 0<a<i, el 
valor máximo de a es igual a 7-4 V3. 

1.185. De la igualdad S ABN = Scom 
se deduce que Syugw = Smocn, Puesto que 
MN es la mediana de los triángulos ABN 
y CDM. Por consiguiente, BC || MN, de la 
misma manera AD || MN, es decir, ABCD 
es un trapecio, en el cual AD y BC son las ba- 
ses. Respuesta: A AE 

1.186. Tenemos: JAD|>]|DM | — 
— JAM|=2. Por otra parte |4AD|< 
<a = 2. Por consiguiente, | AD | = 
= 2, AD es la base mayor y el punto M 
se halla en la recta AD. Respuesta: V 7. 

1.187. Supongamos que BD es la bisectriz 
en el triángulo ABC, A, y C, son los puntos 
medios de BC y AB, | DA,| = |DC, |. Son 
posibles dos casos: 1) ZBA,D = ZBC,D y 
2) BAD + ZBC,¡D = 180%. En el primer 
caso |AB|=|BC |. En el segundo caso 
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Para x obtenemos la 





hacemos girar el triángulo AC,D alrededor 
de D en el ángulo C,DA, de manera que C, 


pase a A,. Obtenemos el triángulo con los lados 
ba at+e be 


AE (a, b y cson lados del AABC), 
semejante al triángulo ABC. Por consiguien- 
ba 

te, q ib c, de donde a+ 
+ c=bY2. Puesto que a +c, por lo menos 
una de las dos desigualdades b+a,bH+:c 
es “cierta. Sea bc, entonces, b+c= 
= aV 2, b= a y obtenemos el triángulo con 
los lados a, a, a (Y 2 — 1), que tiene la pro- 
piedad dada. Así pues, existen dos clases de 
triángulos que satisfacen las condiciones del 
problema: tales son los triángulos regulares y 
los semejantes al triángulo con los lados 
e 1 PET 

1.188. Si a es el ángulo comprendido entre 
los lados a y b, del enunciado se deduce: 
a + b sen a< b + asen a, (a — b) (sen a — 

—1)>1, sen a > 1. De aquí a = 90". 
Respuesta: Y a? + ?. 

1.189. Demuéstrese que de todos los cua- 
driláteros circunscritos alrededor de la circun- 
ferencia dada el área menor la tiene el cuadra- 
do. (Se puede aprovechar, por ejemplo, la de- 
sigualdad tg a +tgf>2 tg l(a + Py2], 
donde a, $ son ángulos agudos). Por otra parte, 


Sarco < 5 (1MA 1-1 MB |1+ 1MB]x 
x |MC + |MC || MD | + | MD | x 
Xx IMA ()< (IMA [24 1MB|?)+ 
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+1(mB12+1M0 1 +£(M0p + 


+ IMD 1) + F(1MD |? + | MA |?) = 
= 1. Por consiguiente, ABCD es un cuadrado 
de área 1. 

1.190. Designemos: | BM|=x,|DM | = 
=Y JAM|=l!, ZAMB=q. Supon- 
gamos” que M se halla en el segmento 
BD. Escribamos para los triángulos AMB y 
AMD el teorema de los cosenos, eliminemos 
cos p y obtendremos: 1? (x+y)+xy (1 -+y) = 

= ay + dix. De manera análoga se obtiene 

la relación 1 (x + y) + xy (12 + y) = Py + 

+ cx, Así pues, (a? — db?) y = (c?—a?) x. 
al — 2 

Respuesta: |S=+ ; 

1.191. Si los vértices del rectángulo se 
hallan en las circunferencias concéntricas (dos 
opuestos están en las circunferencias de radios 
R, y R, y los dos restantes, en las circunferen- 
cias de radios Ry y Ra), deberá cumplirse la 
igualdad: Ri4+Ri¿=Ri+R;¿ Demostré- 
moslo. Sea A el centro de las circunferencias, 
los vértices K y M del rectángulo KLMN 
se hallan en las circunferencias de radios 
R, y Roa, y los L y N, en las circunferencias 
de radios Ra y R,. En los triángulos AKM 
y ALN las medianas que parten del vértice 
A, son iguales; lo son también los lados KM 
y LN. De esto se deduce la validez de nuestra 
afirmación. 

Sea el segundo lado del rectángulo igual 
a x, 2>1. Los radios R,, Ra, Ra, R¿ en 
cierto orden son iguales a los números 1, z, 
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Vaz+it, SV 2 + 4. Verificando las dife- 
rentes posibilidades de este orden, encontra- 
mos: 22=7, R,=1, R¿=2Y2, R;= 
= V 2, Ra = V7. 

Examinemos el cuadrado K,L,¡M,N, con 
el lado y, cuyos vértices se hallan, respectiva- 
mente, en las circunferencias de radios R, = 
=4,R3= Y 2, R, =2V 2, Ra = V7. De- 
signemos: ZAK,L, = q, entonces ZAK,|N, = 
=9Y90"+0q 0 bien p + 90%. Escribiendo 
el teorema de los cosenos para los triángulos 
AK,L, y AK,¡N,, obtenemos: 


14+12—2xcosp=2, 2x cos p=x*—1, 
l+a2+20senq=7, 7 + 2x sen p= x?*-— 6. 


Elevando al cuadrado dos últimas igualdades 
y e naalo es obtenemos: 2xt — 1012437 =0, 


a=5x+ + 7 12 26. Respuesta: VW 5=+2 V 26. 


1.192. ÓN demostremos la afirma- 
ción siguiente. Si las perpendiculares traza- 
das desde los puntos medios de AB y BC, 
cortan AC en los puntos M y N de manera que 
IMN|=AJ|AC |, entonces tg A tg C = 
=41—21o0 bien tg A tg C=1+2). 
Designemos: | AB|=c,|BC|=a,] AC |= 
=b. Si los segmentos de las perpendi- 
culares tomados desde los puntos medios de 
los lados hasta los puntos M y N no se inter- 


secan, entonces |MN|=b= ¿5 — 
205 A 


— 7 .0=»>2(1—MsenB cos A cos C= 
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=3 (sen 2C + sen 24) > 2 (l — A) x 


xsen (4 + C) cos A cos C = sen (4 +C)x 
Xx cos (A — C)> 2 (1 — A)cos A cos C = 
= cos Á cos C + sen A sen C=> 
>tgAcosC =41—24. Pero si estos seg- 
mentos se cortan, entonces tg A tg C =41 + 
+ 24. En nuestro caso A=ú1, es decir, 
teAteC=-—1 o bien tg A tg C =23. 
Para los ángulos B y C obtenemos (A = 
= 1/2) tg Btg C =0 (esto es imposible) o 
te B tg C =2. El sistema 


tg Atg C= —1, 
te Btg C=2, 
A+B+C=x85 


no tiene solución. Por lo tanto tg A tg C = 3. 
Después de resolver un sistema correspondiente 
hallamos tg A =3, tgB=2, tgC =1. 
Respuesta: u/4. 

1.193. Designaciones: R es el radio de la 
circunferencia circunscrita alrededor de ABC, 
O, su centro, N, el punto de intersección de 
las medianas del ABCM. La perpendiculari- 
dad de ON y CM equivale a la igualdad 
¡CN |?—|MN]? = | CO]? —] OM |?. 
Sea JAB|=41, |MB|=zx, |CM|=y, 
entonces | MN |? = 5 (2y? + 24? — k?), 

[CN |2= 5 (+ 2% —a?), 100 |? = 
= R?*,|OM|? = R? cos? C + (2 — 3 ). 
Obtenemos para x la ecuación: 21? — 3x + 


106 - 


+k? =0. Respuesta: E (si 1<k< == dE 
ambos puntos se hallan e el interior del el 
mento AB). 


1.194. Si O es el punto medio de AC, en- 
tonces |AB]|?*= |BO |? + | AO a = 
=| BK a e > + | 40 1*= 
=|BK|*+(140 | —[AK 1) (1401 + 
+ |4K |)=1|BKP+1A4K]-|1CK | = 
= b? + bd. Respuesta: Vb? + bd. 

1.195. 1) Una quebrada de tres eslabones 
tiene longitud igual al segmento que une sus 
extremos. Esto es posible sólo cuando todos 


sus vértices se hallan en este segmento. 
2ab 2ab 


a+by3” y aV3+b ' 

2) x, y, z son lados del triángulo, cuyas 
alturas son iguales a a, b y c; además, este 
triángulo no debe ser obtusángulo. Para en- 
contrar x, y, z apvovechemos el hecho de que 
el triángulo, cuyos lados son inversamente 
proporcionales a las alturas del dado, es se- 

1 


mejante al triángulo dado. ===, Y = 355» 
2 ss 1 E 
2= 37, donde s=Y/ p lr) (»—+$)x 


2. 2p=L4++ +. El problema 


1 1 4 1 1 
tiene solución, si ar $3 255 A 


4 1 1 4 
27 a? ? “2 AT a? 27 b2 ” 

3) En el sistema de coordenadas rectangu- 
lares examinemos los puntos A (a,b), 
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B (x, 0), C (0, y). Del sistema dado se deduce 
que ABC es un triángulo equilátero. Al girar 
en un ángulo de 60” alrededor de A en el sen- 
tido correspondiente, el punto B pasa a C. 
Se puede hallar la ecuación de la recta, a la 
cual pasará el eje x durante semejante giro. 
(En particular, el coeficiente angular es igual 
a+ V 3.) Respuesta: x= —a+bV3, y = 
= —b+avV 3. 

4) Si >0, y>0, 2>0, entonces z, 
y, z son las distancias hasta los vértices del 
triángulo rectángulo ABC, en el cual los 
catetos BC y CA son iguales a a y b, a partir 
de tal punto M en su interior, desde el cual 
todos sus lados se ven bajo el ángulo de 120". 
Para determinar la suma x+y-+2z  ha- 
gamos girar el ACMA alrededor de C hacia el 
exterior respecto al AABC a un ángulo de 
60%. Además, M y A pasarán a M, y Aj. 
Entonces, BMM,A, es una recta y, por con- 
siguiente, 1+y+2=I|BM|+ |CM|+ 


+|4M|=1|BA, |= Va +02 + aby 3. 
De manera análoga se examinan los casos, en 
que una de las variables es negativa (como 
regla, no puede ser negativa cualquiera de 
éstas), etc. 

Respuesta: + Va +2 + ab Y 3. 

1.196. Sea x la distancia desde el centro 
del cuadrado hasta la recta l; q, el ángulo 
agudo formado por una de las diagonales del 
cuadrado y l. Las distancias desde los vérti- 
ces del cuadrado hasta 1 en orden del recorrido 


: e / 
son iguales a z+a-L2 sen p, aa cos p, 
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a e sen q), pa Según 
a? 
el enunciado, | a y sent |=|xt— Ze cos? (p , 





de donde tg? = 1, lo que es ¡a según 
el enunciado, o bien x2=a2/4. Respues- 
ta: a/2. 

1.197. Del planteamiento 4ZB=2ZC 
se deduce la relación entre los lados del trián- 
gulo: b? = c? + ac. Analizando por turno to- 
das las variantes posibles: b= 2c, a = 2c, 
b = a, a = 2b, obtenemos que a=2c, pues- 
to que en otros casos no se cumplirá la de- 
sigualdad del triángulo. Respuesta: Z/C = 

= 1/6, LB = 13/13, ZA = a/2. 

1.198. Sea D el punto medio de BC. Te- 

oa Do |[BM1* = (| BD Ed ES 
ES 


x(I1BD| — |]DN |) = | B 
love = (4812 14D 12 
— |DN |? = (a + b)? — | AD |? — 
— |DN |?. De aquí JAN |? =]|AD|? + 
+ |DN |? = (a + db)? — b? = a? + 2ab 


Respuesta: Y a? + 2ab. 

1.199. En BC tomemos un punto N de tal 
manera que el A ABN sea semejante al 
AADL. Entonces, 2NMA = ZMAK + 

+ LKAD = ZMAB + ZDAL = MAN. 


Por consiguiente, IMN | =]|AN | = 
= k|AL]|. Respuesta: $ + b. 
1.200. a 


1.201. a) + ñ —V(RED(R E y), «+» corres- 
. ponde a la tangencia exterior de las circun- 
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ferencias, «—» corresponde a la interior; 
b) 7 V(R+x(R-y). 


1.202. Sea | 4AM|:]|MC|=k. La con- 
dición de igualdad de los radios de las circun- 
ferencias inscritas en los triángulos ABM 
y BCM significa que sus áreas se relacionan 
como perímetros. De aquí, puesto que la rela- 
ción de las áreas es igual a k, obtenemos 


| BM | = A De esta igualdad, en 


particular, se deduce que 12/13 <k=<. 
Escribiendo para los triángulos ABM y 
BCM los teoremas de los cosenos (respecto a 
los ángulos BMA y BMC) y eliminando de 
estas ecuaciones los cosenos de los ángulos, 
obtenemos para k la ecuación cuadrática con 
las raíces 2/3 y 22/23. Tomando en considera- 
ción las limitaciones para k, obtenemos la 
respuesta: k = 22/23. 

1.203. Supongamos que ABC es el triángu- 
lo dado, O, K, H son, respectivamente, el 
centro de la circunferencia circunscrita, el 
incentro de la circunferencia inscrita y el pun- 
to de intersección de las alturas del AABC. 
Hagamos uso del hecho siguiente: para un 
triángulo arbitrario la bisectriz de cualquiera 
de sus ángulos forma ángulos iguales con el 
radio de la circunferencia circunscrita y la 
altura que parte del mismo vértice (demués- 
trese). Del hecho de que la circunferencia que 
pasa por O, K y H, contiene, por lo menos, un 
vértice del AABC (sea el vértice A), se deduce 
que | OK | =|KH |. El punto K se halla 
en el interior por lo menos de uno de los trián- 
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gulos: OBH, OCH. Sea que se halla el AOBH. 
El ángulo B no puede ser obtuso. En los trián- 
gulos OBK y HBK tenemos: |OK|= 

= |HK |, KB es el lado común, ZOBK = 
= ZHBK. Por lo tanto, AOBK = AHBK; 
de ser lo contrario, 4BOK + ZBHK = 
= 180”, lo que no puede ser (X se encuentra 
en el interior del AOBH). Por consiguiente, 
IBH|=1|BO|=R. La distancia desde O 


hasta AC es igual a 5 | BH | = = (problema 
1.20), es decir, 4B = 60 (£B es agudo), 
PAC |=RV3. Si ahora A,, B, y C, son 
los puntos de tangencia de la circunferencia 
inscrita con los lados BC, CA y AB, entonces 
IBA, |=]| BC, | = r V3, | CA, |+ 
+ ]AC,¡|=1CB, |+1B,4|=]|4C]|= 
= RV 3. El perímetro del triángulo es igual 
a 2/3 (R + r). Ahora es fácil encontrar su 
área. Respuesta: V 3 (R + r)r. 

1.204. Sea P la proyección de M en AB, 
[AP] =a+x. Entonces |PB| =a— x, |MP|= 


=y=V 22, JAN] =(a4 a) “Y? 


A AA) 
a eva _aVile—=+yV2) 
anal da y AE 
¡41 =V2let2+1V2) De aquí 
a V2+y 
AL 24 NBp= E x 
(a y 24 y) 


x (+2 Y 2ay + 2y2+ 2?) = 
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(a + 2 Y 2ay + 2y? + 
+ (a?— y?) = 402, 


ave y) 


1.205. Supongamos que el lado zx del tri- 
ángulo y los lados que parten del punto co- 
mún de las circunferencias, forman con la 
recta que pasa por los centros, los ángulos 
a y Pb; a+f= 60%, entonces cos ==> ; 
cos p= 32 (o viceversa). Encontrando sen q 


y sen $ de la ecuación cos (a+ p=2 ob- 


9) 
tenemos que el lado del triángulo regular es 
igual a A 

VR?+r*—Rr 


1.206. Tracemos la recta BA y designemos 
con D el segundo punto de intersección con la 
circunferencia menor. Examinemos los arcos 
AB y AD (menores que la semicircunferencia). 
Puesto que la tangente común a las circunfe- 
rencias en el punto A forma con AB y AD 
ángulos iguales, entonces también los ángulos 
centrales que corresponden a estos arcos, son 
iguales. 

¡AD| — r 
AB] — TR? 


TBNIT TIRA R 
1BC1= Y [BD[-1BA]=a y/ E. 


1.207. Designaciones: O,, O, y O son cen- 
tros de lascircunferencias (las primeras dos son 
tangentes a AB), x, y y R son, respectiva- 
mente, sus radios. Las tangentes comunes a 
las circunferencias O, y Oz, O, y O, O, y O 





Por consiguiente, ¡AD|=aG, 
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son iguales, respectivamente, a2V zy, 2V Rx, 
2/ Ry. Según el enunciado 2Y xy = a. Exa- 
minemos el triángulo rectángulo 0O,MO, con el 
ángulo recto en el vértice Mi; 0,M | BC, 
10,0, | =x + y, 10M | = 2R — (2 + y), 
|0,M | = |2Y Rx — 2Y Ry |(0,M es igual a 
la diferencia entre las tangentes comunes a 
las circunferencias con los centros O, O, y 
O, 0). Así pues, (2 + y)? = QR — x — 
— y)? — (2Y Rx — 2V Ry), de donde R = 
=2V xy = a. 

1.208. Notemos que 0,0,050, es un para- 
lelogramo con ángulos a y n—«a(0/0, 1 
JACy 0,03 || 4C, por lo tanto 0,0, || 
110303], etc.). Si K es el punto medio de AM, 
L es el punto medio de MC, entonces 











— 1£L] |AC| , 
1030, | = sena =3 0. + De manera análoga 
D e 
10,03 == 32 3 Por consiguiente, So,070504 = 
__ |4C|-|BD|sna _ Sasco ] 
a 4 sen?  2seniw * Respuesta: 
2 sen? a. 


1.209. Las bisectrices del paralelogramo, al 
intersecarse, forman un rectángulo, cuyas dia- 
gonales son paralelas a los lados del parale- 
Jlogramo e iguales a la diferencia de los lados 
del paralelogramo. Por consiguiente, si a 
y b son los lados del paralelogramo y a es el 
ángulo entre ellos, entonces S = ab sen «a, 


Q= > (a — by? sen a, + ES a . Respuesta: 
S+Q+V0*+208 
g ¿ 
1.210. Designemos con x el área del trián- 
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gulo OMN, con y, el del triángulo CMN; 








ION 2% 548% 
entonces ==, 2. 0s, 
AM] _ Sipz__SitSa pa 

= CAES área buscada 
UCA a 
es igual a 199 (81489) (83482) 


S2(S¿— $183) 

1.211. Supongamos que en el triángulo ABC 
el ángulo C es recto; M, el punto de inter- 
sección de las medianas; O, el incentro de la 
circunferencia inscrita; r, su radio; B=a0; 


entonces |AB|=r (ete $ + etg (F-5))= 
2 4 
asen (FF) 
ad: (7 RES 
[CO|=r V2, ¡OM|=r, Z0CM=a-. 


4 
Escribiendo el teorema de los cosenos para 


ACOM, obtenemos 1 =2 + a 
Man: , donde 1=COS (F-a) , de 
donde x= A, Respuesta: 7 + 
= arccos Ayo HTa, 


1.212. Sean iguales a a los segmentos de 
una mediana. Designemos por x el menor de 
los segmentos, en los cuales el punto de tan- 
gencia parte el lado que corresponde a la me- 
diana. Ahora, todos los lados del triángulo 
pueden expresarse a través de a y zx. Los lados 
que comprenden la mediana, son aV 2 + x, 


3aV2 + zx y el tercer lado es 2a/ 2 + 2x. 
474 


Empleando la fórmula de longitud de la 
mediana (problema 1.11), obtenemos Ya? = 


= + (2 (4/2 + a) + 2 (3ay 2 + 2)? — 


cava Sl 0 de donde x = aY 2/4. Res- 
puesta: 10: 5: 

1,213. O que | BC |=a, 
Z¿C>ZB,Dy E son los puntos medios de 
AB y AC. El cuadrilátero EMDN es inscrito 
(puesto que Z=MEN = ZMDN = 909, 

IMN|=a,|ED|=a/2, MN es el diá- 

metro de la circunferencia circunscrita alre- 
dedor de MEND. Por consiguiente, £DME = 
=30% ZCAB = 90 — ZEMD = 60", 
ZCBA = LEDN = ZEMN = ZEMD/ = 
=45% Z ACB = 105”. Respuesta: L A = 
= 60%, ZB=15” £C =105” o bien 
LAGO ABE AOS LE RO 

1.214. Designemos con K y Mi, respectiva- 
mente, los puntos de intersección de la recta 
EF con AD y BC. Sea que M se halla en la 
prolongación de BC más allá del punto B. 
Si | 4D | =3a, | BC | = a, de la semejanza 
de los triángulos correspondientes se deduce 

que |DK |=| AD |=3a, | MB | =| BC |= 
- =A4 (fig. 1, a). 

Además, |ME|=|EF|=|FK|, si h es la 
altura del trapecio, la distancia desde E hasta 


AD es igual a +h, Sgnx = 4h, Sgnp= 


4 h 4 
Eso == 

Pero si la recta ed corta la base BC en el 
punto M, |[BM|= 74 (fig. 1, b). En este 
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a 
> 
y 
o 





MK 3% 375 
a 


la distancia desde 
E hasta AD es igual h, 


y 
6 
5 


de modo que 





¡9 
y 
y 
9 

l 

| 

YN 
[es] 
3 
x 

ll 

a] 
do 
eS 

er] 
> 

l 

to 

o 

UY 

És 

9) 

Y 


puesta: 75 o bien 7 $: 

1.215. Sea O el incentro de la circunferen- 
cia inscrita; M, el punto medio de BC; K, 
L, N, los puntos de tangencia de la circun- 
ferencia inscrita a los lados AC, AB y BC 
del triángulo. Designemos: |4K|=|AL|= zx, 
[EK] =|CN] =y, |¡BL|=|BN|=2, y+2=a. 


Según el planteamiento, ¡OM |=—r. Por 
consiguiente, [|NM| = Y |OM |? — ¡ON |? -= 
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== V L-ar y uno de los segmentos, y O z, 
es igual a q — V E-ar, mientras que el 
otro, a + V Ear. Igualemos las expre- 
siones para el área del triángulo según las 
fórmulas de Herón y S = pr: V (a+y+2)1yz= 
=(2+ y+2)r >xar=(214+0)r2>x= 5 ó 
De esta manera, el área buscada es igual a 


ar a?r 
+0)r=H-. 
a—r a—r 


1.216. Demostremos que si C, y C, (fig. 2) 
se encuentran a otro lado de BC, que el vér- 











Fig. 2 


tice A, entonces el centro de la circunferencia 
£ircunscrita alrededor del ACC,C, se sitúa 
en el punto O en el lado 4B; además, | BO | = 


= z [AB |. Al trazar la altura CM desde 


el vértice C, obtenemos que BC,CM es el rec- 
tángulo. Por lo tanto, la perpendicular le- 
vantada del punto medio de CC, pasa por O. 
Teniendo en cuenta que C,C,¿||BD y 
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LCCs is 5 | BD |, obtenemos que la per- 


pendicular trazada por el punto medio de C,C, 
también pasa por O. Ahora encontramos fácil- 
mente el radio buscado: éste es igual a 


A "Bal az E 
Vic 1M0B=y +45 V 13. 


1.217. Examínense dos casos: 1) cuando 
los pies de las perpendiculares se hallan en los 
lados del paralelogramo y 2) cuando una de 
las perpendiculares no corta el lado, sobre el 
cual ésta está bajada. En el 17 caso llegamos a 
una contradicción y en el 2% obtenemos que 


cos A = an donde a es el ángulo agudo 


del paralelogramo dado. 

1.218. Al expresar el ángulo PON a tra- 
vés de los ángulos del triángulo, y teniendo 
en cuenta que ZPMN + ZPQN = 180", ha- 
llamos: ZPMN = 60%; de aquí ZNPQ = 
= ZQMN = 30, LPNO = LP MO = 30", 
es decir, APON es isósceles con los ángulos 
adjuntos al lado PN iguales a 30%, | PQ | = 
= |QN | = 1/V 3. 

1.219. Del planteamiento se deduce que 
ABCD es un trapecio, BC || AD, AC es la 
bisectriz del ángulo BAD; por lo tanto 
|AB | = | BC |], de manera análoga | BC | = 
=|CD|. Sea que |AB|= | BC |= 
=|CD|=a, |AD | = bd. La distancia en- 
tre los puntos medios de las diagonales es 2r, 

A O b—a 
por consiguiente, —— = 2r. Tracemos la al- 
tura BM desde el punto B sobre AD y obten- 
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dremos que |4M|= pd |BM|= 


=2r. Por consiguiente, a = | AB |=2r Va: 
b= 4r 4 2r/ 2. Respuesta: 4r? (Y 2 + 1). 
1.220. Designemos los ángulos A, B y 
C con “a, $ y y, respectivamente. Sea A el 
punto de intersección de las alturas, O, el 
centro de la circunferencia que pasa 
por A, H y C. Entonces, <¿MHMOC = 
= 2 ZHAC = 2 (90 — y, Z<HOA = 
= 22 HCA =2 (90 — a). Pero ZAOC = 
= 180” — f, (puesto que BAOC es inscrito), 
2(90 — y) + 2(90 — a) = 180? — $, 360” — 
— 20 — 2y = 180 — P, 28 = 180 — f, Pp = 
=60%, |AC|= 2R sen f = V3. 
1.221. Al designar la relación [577 -=1, 
tendremos: Sucr=>» Scpoy=4AQ, Smcp = 
= AScpy; por consiguiente, (7/0) =28, S¿go= 


_JAC|” BC]. at 
= MOL “TONI Lem = (7 +20) = 


= EL (14+10)= 04 POr 
e e 232. Si O es el centro de la circunferencia, 
el área del AOMN es - Ñ Veces superior 
al área del A KMN. Si 1 MON =a, enton- 


aa ECC 
2 — a—R R?(a—R) ? 


[MN | = 2R sen <- =R V1 — cos a = 


44252 
=R Yi Ar - El proble- 


R?(a—R) 
O 

















S, sena = 


ma tiene solución, si S< 
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1.223. Si 1 BAC= Z BCA=2a0, entonces, 
según el teorema de los senos encontramos: 
E ¡AF|= |AE| een 2m sen 2a 

sen3a  ? cos Y sen 3q cos a 





: 2 
De esta manera E de donde 
4 sen 3a cos a ? 


2 
70 Sac =m2tg 20 = EVOL 

1.224. Los puntos C, M, D y L se hallan 
en una circunferencia, por consiguiente, 
Z¿CML = ZLCDL = 30". De la misma manera 
Z¿CMK = 30%; así, pues ZLMK = 60” y 
ALMK es regular, |KL | = 2/Y 5. Según el 
teorema de los cosenos encontramos que 
cos Z LCK = —3/5. Puesto que Z DCB = 


= ZLCK — 120", entonces | DB | = > 
1.225. Sea A el punto de intersección de 
las rectas BC y KM. El cuadrilátero ONBC 
es inscrito (20CB = ZONB = 90%), por 
consiguiente Z0OBC = ZONC = a/2. Tam- 
bién es inscrito el cuadrilátero CMAO y 
ZCAO = LCMO = a/2, es decir, el AOAB 
es isósceles. Así, pues |CB|=J|AC|=-= 


=|CO |ctg% =y/ PR? + b? — 2Rb cos Lotg2. 


1.226. Los puntos E, M, B y Q (fig. 3) 
se hallan en una circunferencia con diámetro 
BE y los puntos E, P,D y N, en la circunfe- 
rencia con diámetro £D. Por ende, ZEMQ = 

= ZEBO = 180 — ZEDC = ZEDN = 
= ZEPN; en forma análoga, <EQM = 
= LENP, es decir, el AEMO es semejante 
al AEPN con la razón de semejanza | k. 


180 


cos 24 = 





(Para que la solución sea completa hace falta 
examinar también otros casos de disposición 


de los puntos.) Respuesta: dV k. 





Fig. 3 


1.227. Al prolongar los lados no paralelos 
del trapecio hasta la intersección, obtenemos 
tres triángulos semejantes; además, la razón 
de semejanza entre los triángulos medio y 
mayor y entre el menor y el medio es la misma. 
Designemos esta razón con A, la base mayor, 
con x, el radio de la circunferencia mayor, con 
R. Entonces, los segmentos paralelos a la 
base mayor serán iguales, respectivamente, a 
Ax y Mz; el lado mayor del trapecio inferior, 


a2RÉ; el segundo radio, a AR. Por lo tanto, 
R + AR = y: Según la propiedad del cua- 
drilátero circunscrito, + 4x = 2R + 2RÉ. Y, 
por fin, bajando de un extremo de la base me- 
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nor de todo el trapecio, la perpendicular sobre 
la base mayor, obtenemos un triángulo rec- 
tángulo con los catetos c, x — A%x y la hipo- 
tenusa d. De esta manera, tenemos el sistema 


r(141)=2R 32, 
(1-M)= Y d2—e?, 
RU14+A)=c/2, 
de donde a A 
bases son iguales a 
d—VY d2—c? ES d+ V d?—e? 


Cc Ñ Cc 





Respuesta: las 


1.228. Desde los centros de las circunferen- 
cias bajemos las perpendiculares sobre uno 
de los lados y tracemos por el centro de la cir- 
cunferencia menor la recta, paralela a este 
lado. Se obtiene un triángulo rectángulo con 
la hipotenusa R -+- r, un cateto R — r y el 
ángulo agudo adyacente a este cateto a que 
es igual al ángulo agudo adyacente a la base 
del trapecio. 


De esta manera, cos a = 





5 > . La base mayor 


es igual a 2R ctg $ =2R VE. ta base 
menor es igual a 2r tg =2r Y. 
1.229. En el lado AB tomemos el punto 


K de manera que |BK|=|BD|, y en la 
prolongación de AC, el punto £ de tal manera, 
que | CE | =|CD |. Demostremos que el 
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AADK es semejante al AADE. Si A, B y 
C son las magnitudes de los ángulos del 
AABC, entonces ZDKA =180* — ZDKB= 
= 180 — (90 — ZB/2) = 90 + ZBl2, 
ZADE = 180” — ZCED — ZAl2 = 180”— 
— Lila + LC) =90 + ZBÍ/2. Por en- 
de, ZAKD = ZADE. Además, según el 
planteamiento, £DAE = Z¿DAK. Respuesta: 
V ab. 

1.230. En las designaciones del problema 
anterior 


[AD |? =(14C|+1|CD|)(14B|— 


— |BD|)=|AC|-14B|—|CD]|X 
XIBD|+(|4B]|-|CD|—|AC]|x 
Xx |BD|). 


Pero el sumando comprendido entre parénte- 
sis es igual a cero, puesto que (véase el proble- 
ma 1.9) 14B1 EAS 

“LAC|  |CD[ 

1.231. Prolongamos BN y CN hasta que se 
interseque por segunda vez con la segunda cir- 
cunferencia en los puntos K y L£, respectiva- 
mente; | MN | =|NK |, porque ZANB = 

= 90” y MK es la cuerda de la circunferencia 
con el centro en A. Puesto que los arcos corres- 
pondientes son iguales, entonces ZLNK = 
= ZBNC = ZBND. De esta manera 








[EN | =|ND | =b, 
[MN |- |NK |=|MN |? =ab, 
|MN | = Y ab. 
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1.232. Notemos que PQ | CD. Sea T 
el punto de intersección de MN y PQ; L y 
K son los pies de las perpendiculares bajadas 
desde C y B sobre la recta MN(L y K se hallan 
en las circunferencias construidas sobre CN 
y BM como sobre diámetros). Empleando las 
propiedades de las cuerdas que se intersecan 
en las circunferencias, obtenemos |PT|x 


o E 
XILTO|=|MTP || PK: 5, Pero 
[LT |= |CD|,|7K |=|DB | (ya que 
CLKB es un rectángulo y PQ_1 CB). De esta 
a ma ICD|=|MT|-|DB|, 
|[MT| _|CD] 





NT] 1 1DBT es decir, la recta PQ divide 


CB y MN en una misma razón, luego, PQ 
pasa por A, y D es la base de la altura. Res- 
puesta: |BD |: |DC |=41:V3. 

1.233. Sea ZBOC = 2a; <BOL = 2f. 


Entonces |AC | =2R cos au, ICE |= 
= 2R sen (a + P), |CM|= |CL£E |x 
Xcos (90 — B) =2R sen (a + f) sen f, 
|AM|=|4C|—|CM] = 2R (cos a — 


— sen (a + P) sen $) =-2R cos f cos (a + 
+P) y, por fin, | AN | =a=| AM [cos a = 
= 2R cos a cos B cos (a + PB). Por otro la- 
do, si K, P y Q son los puntos medios de 
AO, CO y CL, respectivamente, entonces 


IKP|=35F14C | =R cos a. Luego 
|PQ | = RÍ/2, ZKPQ = ZKPO + 
+ ZOPQO = a + 180” — COL = 180 — 
— a — 26 y, según el teorema de los cosenos, 


2 
K A > la + R? cosax 
4 
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A2 
x cos (a + 2$) = 7 +2R* cos a cos Box 
Xx cos (a + fB) = E + Ra. Respuesta: 
Ri 
ves Ra. 
1.234. De la semejanza de los triángulos 
MAB y MBC se deduce que 








[MA] _ ¡MAI 1MB| _ 1BAI2 _ yo 
¡MCT = TMB| MC] > Bco” 
1.235. Del problema 1.234 se deduce que 

|AM|? ¡AC | ¡AN |? 7 ¡AD| Si K 
MB" = 1BC] > INBJS BD: > % € 


el punto de intersección de MN y AB, en- 
¡AK] Samy _ 14M|-¡AN] sen Z. MAN 


LK rro A e o et | 


tonces IXBI" Sómn  1MB|-[NB|senZ PM 


— AC] 14D] _ 14D] 
En 1BC| * |BD| =V => GTA 

1.236. Sean K, L, M y N los puntos de 
tangencia de los lados AB, BC, CD y DA 
a la circunferencia. Designemos con P el punto 
de intersección de AC y KM. Si Z AKM= 
= q, entonces / KMC=180* — q. Por ende, 


1 
API Saxo y 14K1-|KM! sen q 


|PC| Skmc > |KM|-|MC!| sen (180 — q) 


== Pero en la misma razón la 
IMC] b* 

_ recta NL también dividirá AC. Por conse- 

cuencia, las rectas AC, KM y NL concurren 

en un punto. Empleando los mismos razona- 

mientos al caso de la diagonal BD, obtenemos 

. que BD también pasa por el punto P. La 
relación buscada es igual a a/b. 
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1.237. Sean P y OQ los puntos de intersec- 
ción de BK y AC, de AB y DC, respectiva- 
mente. La recta OP corta AD en el punto M, 
BC, en el punto N. Aprovechando la seme- 
janza de los triángulos correspondientes, 








escribamos AM es e AM 
al NC] ¡AMY — 
_  [4Kk]|—]|A4M| : Es 
AAA Si |4M]| =x |4D], entonces 
¡AM| — ¡AM] MRE: zz i—u 
IMD|  ¡JADI—|AM| — Ax? Ax" zx ? 


E" E 
HT Respuesta: 37 + Si 


1 1 
A = 5» entonces ¡AM] PTA ¡AD|. De esta 


manera, adoptando primero que K coincide 
con D (A = 1), obtenemos en calidad de M, 
el punto medio de AB; adoptando que K 
coincide con M,, encontramos que M, se- 
para 1/3 parte de AD, etc. 

: 1.238. Sea | KM | = | KN | = zx, 
IAD|=y,|DB | = z. Entonces | CD | = 
=V yz, y +2 =C. El radio de la circunfe- 


rencia inscrita en AAXKB es igual as |CD | = 


de donde x= 


= 5V yz. Expresemos el área del triángulo 
AKB según las fórmulas de Herón y S = pr. 
Obtenemos la ecuación Y (2 + y + 2) xyz = 


= (2 +y+ y V yz. Tomando en  consi- 


deración que y +2 =C, hallamos x = c/3. 

1.239. Tracemos por A, una recta paralela 

a AC. Sea R el punto de intersección de esta 
¡ARI _ IBidol _ 1 


recta con AB. Como —— = =— 
IRC;! 142C1| k >? 
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| AC, | JAR]_ _k 
ICB]| * [AB] (e 4+4)2" 
De la misma manera, trazando por C, una 


recta paralela a AC hasta la intersección con 








=k, encontraremos 


BC en el punto S, obtenemos que -——= 


=p": Por eso, los puntos R, A,, C, y 


S se hallan en una recta paralela a AC. Por 
tanto, los lados de los A ABC y A A,¿B.C, 
son, respectivamente, paralelos. Ahora no es 
difícil obtener que |4,C,] =|RS|— |RA,] — 
—|C¿S| =|A4C| (1) por eso la ra- 
k2—k>+41 
(4-1) * 
1.240. Hagamos uso de la fórmula siguiente 
para el área del triángulo: S =2R? sen A x 
x sen B sen C, donde 4, B y C son los ángulos 
del triángulo. Entonces, el área del triángulo 
A,B,C,, donde A,, B, y C, son los puntos de 
intersección de las bisectrices del AABC 
con la circunferencia circunscrita, será igual a 
S, = 2R? sen E Xx sen e sen e = 
—2R2 cos £ e A se 
= 2R? cos 3" X Cos <-COS y y 5, =8sen 


sen = sen + . Por otra parte, |BC| =2R sen A, 


zón de semejanza es igual a 








r (ctg $ +ctg-7 ) =2R sen A, r=4R sen £ 


B C S 2r 
sen =3q X sen 77. De esta manera, CEA 

1.241. Supongamos que O es el centro de 
semejanza de los triángulos inscrito y circuns- 


crito, M, y M, son dos vértices homólogos 
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(M, se halla en el lado AB), el segmento OA 
corta el triángulo inscrito en el punto 
K. Entonces  Som,k =4Sy, Som,a=4S», 





Soma  |10M,| eS 
TES =WV SS de donde 
Som,a | OM; | Sa ? 
—= S 
Soma =%A VS¡S,, donde A= A . 


Después de examinar seis triángulos simila- 
res y sumar sus áreas, obtenemos: Sic = 
a VS;S,. 

1.242. Sea O el centro del círculo circunscri- 
to; H, el punto de intersección de las alturas 
del AABC. Puesto que la recta OH es per- 
pendicular a la bisectriz del ángulo A, ella 
corta los lados AB y AC en los puntos K y 
M tales, que | AK|=|4AM|. Por tanto, 
ZAOB = 2 Z C (supongamos que el ángulo C 
es agudo); ZOAK = 90” — LC = HAM. 
Por consecuencia, AOAK = AHAM y 
104 |=|HA|=R(R es el radio del cír- 
culo circunscrito). Si D es el pie de la per- 
pendicular bajada desde O sobre BC, enton- 
ces JOD | =| 4H |/2 = R/2. Por  consi- 
guiente, cos A = cos LDOC = 1/2, ZA = 
= 60". 

1.243. Demuéstrese que el triángulo será 
acutángulo, rectángulo u obtusángulo, si la 
distancia entre el centro de la circunferencia 
circunscrita y el punto de intersección de las 
alturas será menor, igual o mayor, respectiva- 
mente, que la mitad. del lado mayor. Res- 
puesta: 90%, 60% y 30". 

1.244. La condición de que Sasom = 
= Sañex significa que | BD | - | BM | = 
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=|BKY.|BC |, es decir, 
(|BA|4+ |A4AC|)|BM|=|BK|- |2C | 
(1) 


Tracemos por M la recta paralela a AC; 
sea L el punto de intersección de esta recta con 
BA. Demostremos que | LM | =|KL |; de 
aquí se deduce que el ángulo buscado 


L BKM = + L BAC = > Puesto que 
ABLM y ABAC son semejantes, LM = 


18M 1 14C1, ¡BL|= Hi -|4B|. Ahora, 


| BC | 
haciendo uso de (1), encontremos |BK| 
y calculemos: |XK£|=|BK|-— |BL| = 
_|BA|+]|A4C | _|BM| _|BM| 
TEA cla Ea IE ad a io ÍA 
Xx |4C|, de donde |ZM|=|XL]. 


1.245. Sea que |AD|=a; |BC|=b. Baje- 
mos desde O la perpendicular OK sobre AB. 


y ll AE b 
Ahora encontremos: |¡BK|= V ab TFT > 








b Z db 
¡BEJ=V ab 2,,¡MK|=%2- yb 
=Vb y ¡EK| = 10 18 
EA b a pda 
= Va —5 ar > ¡OK | = Eb * Es fácil 


comprobar que |¡OK|?=|EK|.|MK]|. Respuesta: 
90*. 


1.246. Notemos que los puntos A, M, N 
y O se hallan en una circunferencia (fig. 4). 
Por consiguiente, £NMO = ZOAN = 90” — 
— LAON. Por lo tanto, al girar OA alrede- 
dor de O en ángulo q, la recta NM girará en el 
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mismo ángulo q (en otro sentido) y al despla- 
zar A por la recta OA, la recta NM se mueve 
paralelamente a sí misma. De aquí se deduce 
que el ángulo buscado es igual a «. 





Fig. 4 


1.247. Si O, es el centro de la circunferen- 
cia menor y Z BOA=p,, entonces / BAO= 


=90—-L, LCOA=9W"4+q, LCAO,= 


= 4. De esta manera, Z BAC= 
= / BAO-— / CAO, =45". 

1.248. Construyamos sobre AB, en el in- 
terior del cuadrado, el rectángulo regular 
ABK. Entonces ZKAB = 60%, ZKCD = 415", 
es decir, K coincide con M.- Respuesta: 30%. 

1.249. Sea M, simétrico a M respecto a 
BC. CB es la bisectriz del ángulo MCM.,. 
Del hecho de que 4M,CA = 60% y |AC | = 


= + 1CM, |se deduce que 4M,AC = 90”; 
entonces AB es la bisectriz del ángulo M,AC; 
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además, CB es la bisectriz del ángulo M,CM, 
es decir, B es equidistante de las rectas M,C 
y M,A y se halla en la bisectriz del ángulo 
adyacente al ángulo AM,C. Conque, £BMC = 
= £BM,C = 75". Respuesta: 10% 

1.250. Si BAC = 2a, entonces fácil- 
mente encontraremos que Z¿KMC = 
= ZMKC = 30” + au, es decir, | MC | = 
= | KC |. Prolonguemos MK hasta que se 
interseque con la circunferencia en el punto 
N; AKMC es semejante a AKAN, por con- 
siguiente, | AN | =|KN|=R, o sea, al 
radio de la circunferencia (ya que ZAMN = 
= 30%). Los puntos 4, K y O se hallan en la 
circunferencia con el centro en N, ZANO = 
= 60", por lo tanto, ZAKO = 30” ó 150", 
según que el ángulo AMC sea obtuso o agudo. 
Respuesta: 30% ó 150". 

1.251. a) Tracemos la bisectriz del ángulo 
A y prolonguemos BM hasta que interseque a 


Fig. 5 





ésta en el punto N (fig. 5). Puesto que 
IBN |=|NC |, entonces ZBNC = 120", 
por consiguiente, también los ángulos BNA, 
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CNA también tienen 120? cada uno, ZNCA = 
= L£LNCM=20", es decir, ANMC = ANCA, 
IMC | = AC |. Consiguientemente, 
AAMC es isósceles y ¿AMC = 70%. 

b) Los puntos M, P, A y C se hallan en una 
circunferencia (M del punto anterior a)). 
ZPAC = LPMC = 40". 

1.252. Describamos alrededor del AMCB 
una circunferencia (fig. 6) y prolonguemos BN 





hasta que se interseque con ésta en el punto 
M,3|CM,|=|CM|, puesto que los án- 
gulos que se apoyan sobre éstas en suma dan 
180" (80% y 100); £M,CM =ZM,BM = 20*, 
es decir, NC es la bisectriz del ángulo M,CM 
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y AM,¡CN=ANCM, L2NMC=ZNM,C= 
= LOMB:= 29, 

1.253. En 5C tomemos el punto K (fig. 7) 
de tal manera que ZKAC = 60%, MK || AC. 





Fig. 8 


Sea L el punto de intersección de AX y de 
MC; AALC es regular, AANC es isósceles 
(calcúlense los ángulos). Luego ALNC lo es 
también, LCN = 20. Ahora encontremos 
los ángulos NLM y MKN, cada uno de los 
cuales tiene 100%; ya que AMKL es regular, 
los ángulos KLN y NKL tienen 40% cada uno, 
es decir, |KN|=|L£N | y AMKN = 
= AMLN, £NML = ZKMN = 30". 
1.254. Tomemos el punto K (fig. 8) de 
manera que ¿KBC = ZKCB = 30" y de- 
signemos con £L el punto de intersección de las 
rectas MC y BK. Puesto que ABNC es isós- 
celes (£NBC = LNCB = 50, ZKNC = 
= 40”. £L es el punto de intersección de las 
bisectrices de triángulo NKC (LK y LC son 
las bisectrices). Por consiguiente, NL también 
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es la bisectriz del ángulo KNC y ZLNB = 
= 60%; BN, en su lugar, es la bisectriz del án- 
gulo MBL; además BN__ML,; por lo tanto, 





Fig. 9 


BN divide ML por la mitad y 2MNB = 
= ZBNL =60" y ¿NMC = 30". 

1.255. Sea O el incentro de la circunferen- 
cia inscrita; los puntos C, O, K y M se hallan 
en una circunferencia (4C0OK = ZAR + 

+ £C/2 = 90” — LB = LKMB = 

= 180” — ZKMC; pero, si el punto K está 
situado en la prolongación de NM, entonces 
ZCOK =ZCMK). De esta manera, 
ZOKC = £OMC = 90". 

1.256. Si P se halla en el arco AB; Q, en 
el arco AC, designando el ángulo PAB por 
p y el ángulo QAC con y, obtenemos dos rela- 
ciones: 


(e (C— q) = sen p sen (B+C—9), 
sen? (B — yp) = sen y sen (B 4- C —yp). 
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Escribamos la diferencia de estas igualdades; 
después de las transformaciones obtenemos: 
sen (B+C—Q—v) sen [(B-—C)+ 
+ (p— y) = sen (BFC== px 
sen (p — y), de a (puesto que U<B+YC— 
—P—Pp<a), B OS 

— (q — y). Respuesta: 


1.257. Demostremos Us ACMN es se- 
mejante a ACAB (fig. 9). Tenemos: 
¿2MCN = ZCBA. Puesto que el cuadrilá- 
tero CBDM es inscrito, 

ICM| _ senZCBM _ sen LCDM 
ICB| — senZCMB" senZCDB 





resulta que 








_senZDBA _ AD] CN] 
—senZADB  '"JAB|  |¡AB|" Por lo tanto, 


ZCMN A es decir, el ángulo busca- 
do es igual a = , O bien a I—=3. 


1.258. Sea ABC = 120%; BD, AE, CM 
son las bisectrices del AABC. Mostremos que 
DE es la bisectriz del ángulo BDC y DM, la 
bisectriz del ángulo BDA. En efecto, BE 
es la bisectriz del ángulo adyacente al ángulo 
ABD, es decir, E para AABD es el punto de 
intersección de la bisectriz del ángulo BAD 
y del ángulo adyacente al ángulo ABD; 
por consecuencia, E es equidistante de las rec- 
tas AB, BD, AD; de tal modo DE es la bi- 
sectriz del ángulo BDC. Precisamente de la 
misma manera DM es la bisectriz del ángulo 
BDA. 

»-. 1.259, Designemos: ZABD = a, 
'£BDC = q. Según el planteamiento, 
£2DAC =120 — a, ZBAC = 30 + au, 
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ZADB =30" — a, ZDBC = 60 + au. Se- 
gún el teorema de los senos, para los triángulos 
ABC, BCD, ACD 
IBC| sen (30 a) 4 : 

obtenemos Tar" sen (60+ 20) 2 cos (307)? 
DC] _ sen(60*-+-a) ¡AC| — sen(30—a-+q) 
IBCY sen q > |DC|"  sen(120"—a) * 
Multiplicando estas igualdades, tendremos: 
sen (30 — a + q) = 2 cos (30 + a)x 
x sen y => 2 cos (60% + «a) sen (30 — q) = 
= 0; de esta manera, BDC = q = 30". 

1.260. Igualmente como en el problema 
1.17 se obtuvo la fórmula de la bisectriz del 
ángulo interior en el triángulo ABC, se pue- 
de demostrar que la bisectriz del ángulo exte- 
rior A se calcula según la fórmula 











A 
2 be sen > 
Hallemos sen $: sen £ = V > L cos A)= 


=Y/ El lea a LEI ZOO El eli 
qe Al TT 4 bc 
Encontrando de la bl manera l¿, expre- 
sando sen S y sen 5 por medio de los la- 


dos del diiala, igualando 1, y lc, Obtene- 
Y e (a+-b—c) Va(b+c—a) 


mos: ETA = NT ó Según 
el planteamiento b=2, e=-1. Luego, a debe 
satisfacer la ecuación Y a+41= Va8—a) PA 

> (a —1) (a4—a—4)=0. Pero en por con- 
siguiente, |BC]| =a= Er AA ? 
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1.261. Si O y O, son los centros de las cir- 
cunferencias circunscritas alrededor del AABC 
y del AADB, entonces AA0OO, es semejante 
al AACD. Respuesta: aR. 


1.262. Si K es el punto medio del arco AB, 
O es el centro del círculo, |4AB | =2R =c, 
entonces |CM|?=|CD|?+|DMI|? = 
= |eD 1? + 1DK|=1|AD ||DB | + 
+ R4+1DO| = (E 4 1 DO 1) (R — 
— |DO tado DO =.2R0=:0/2. 
Respuesta: cy 2/2. 


1.263. Supongamos que KM es un segmen- 
to paralelo a BC, N y L son los puntos de tan- 
gencia de la circunferencia inscrita con los la- 
dos AC y BC. Como se sabe (véase el proble- 
ma 1.18), | AN | =|AL|=p-— a, donde p 
es el semiperímetro del AABC. Por otra 
parte | AN | = | AL ] es el semiperímetro del 
AAKM semejante al AABC. Por a e 
p—a =2 pS a? A 

y) —b' 


1.264. Si PA Dt Sh qe lados del enana 
dado, los perímetros de los triángulos separa- 
dos serán 2 (p — a), 2(p —b), 2 (p — 0), 
donde p es el semiperímetro del triángulo da- 
do. Por consiguiente, si R es el radio de 
la circunferencia circunscrita, entonces 

NN —b a 
Ri + Ra + Ry = (E 242) X 
x R=R. Respuesta: R,+R,¿3+Ro. 











te, 








1.265. Si /A=a, entonces |4M|= LE! Ñ 
IAN] = Lan , €s decir, |JAM|: | AN | = 


= |AC|:|4B|; de tal modo, el AAMN es 
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semejante al A ABC con la razón de seme- 
—— , por eso |MN| = DON-9 
sen Y sen 

1.266. Sean O, y O, los centros de las cir- 
cunferencias que se intersecan. Designemos sus 
radios por x e y, | OA | = a. Puesto que los 
triángulos A00, y AOO,, como se deduce del 
planteamiento, son equivalentes, entonces, ex- 
presando sus áreas según la fórmula de Herón 
y tomando en consideración que |0O,A | = 
= 1, |00,|=R—xzx,|OA4 |=y, 
100, | =R — y, después de las transfor- 
maciones obtenemos (R — 2x1)? = (R — 2yy, 
de donde, puesto que x + y, resulta: x + y = 
= R. Respuesta: R. 

1.267. Sean AB y CD las cuerdas dadas y 
M, su punto de intersección. 

a) Los arcos AC y BD en suma constituyen 
la  semicircunferencia: por consiguiente, 
pACI?24+]|BD|?=4R? por lo que 
|[AM|?*+ | MC1|?*+|MB]*?-+ 
+|MDI*=| AC 1? +1BD |? = AR”, 
Respuesta: 4R?. 

b) |AB|*+1|CD1*=(|AM|+ 
+ |1MB|P+(1CM1|41MD |)? =4R*4 
+2|]4M |. | MB] + 2 | CM |] x 
Xx |MD | =4R?* + 2 (R? — a?) = 6R? — 
— 2a*. Respuesta: 6R? — 2a2?. 

1.268. Si M es el segundo punto de inter- 
sección de BC con la circunferencia menor, en- 





janza 


tonces | BM | = | PC | (M se halla entre B 
y P)|BP|=|MP|+|BM|, |PA|?*+ 
+ 1PB|?+|PC|?*=]|PAP + (1PB|— 
— |PCIP+21PB].|PC|=]|PA |? + 
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+ ai 4r? 4 2 (R"— 
— 1?) 2 (R? 4 19), 

1.269. ca las longitudes de los 
segmentos de cuerdas como se expone en la 


Fig.E10 


fig. 10; el diámetro, con 2r. Aprovechando que 
los ángulos que se apoyan sobre el diámetro, 
son rectos y xy = uv, obtenemos zx (x= + y) + 
+udu +0) =(u +0)? + 22-—u= 
= (u + 0)? + m? = 4r?, 

1.270. Si a, f, y, 6 son los arcos que co- 
rresponden a los lados a, b, c y d, la igualdad 
que se demuestra, corresponde a la 


trigonométrica seny cos + + cos 3 sen y = 

a BP KA B ó ¿ 

= Sen -7- C0s 7 + COS -7 sen, 0 bien 
Ba E da 

sen === sen =3— . 


1.271. Sea ABCD un cuadrilátero inscrito. 
AB y CD se cortan en el punto P; A y D 
están en los segmentos BP y CP. BC y AD 
concurren en el punto Q; C y D están en los 
segmentos BQ y AQ. Circunscribamos alre- 
dedor del AADP una circunferencia. Desig- 
nemos con M el punto de intersección de esta 
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circunferencia con la recta PQ. (Demuéstrese 
que M se halla en el segmento PQ.) Tenemos: 
¿DMO = ZDAP = ZBCD. Por  consi- 
guiente, el cuadrilátero CDMQ es inscrito. 
Puesto que según el planteamiento las tangen- 
tes trazadas desde P y O a la circunferencia 
inicial son iguales a a y b, entonces | OM | X 
x |QP|=|QD|- 104 1=0*% |PM|x 
Xx |PO|=|PD|.|PC | =a?. Al sumar 
estas igualdades, obtenemos | PQ |? = a? + 
+ b?, Respuesta: Y a? + b?, 

1.272. El segmento QP es igual (véase 
el problema 1.271) aY/ (6? — R?) +(c? — R?)= 
= VB? + c? — 2R?. Sea ABCD el cuadrilá- 
tero dado, Q, el punto de intersección de AB 
y CD (A se halla en el segmento BQ). Para en- 
contrar la longitud PO circunscribamos la cir- 
cunferencia alrededor del AQCA; designe- 
mos por N el punto de intersección de QP 
con esta circunferencia. Puesto que 
ZANP = ZACO = ZABP, los puntos A, 
B, N y P se sitúan también en una circunfe- 
rencia. Tenemos: |QP|-|QON|=|04] x 
xXx |QB | =b*— R?, IPN |- [PQ |= 
=|CP|-|PA | =R?— a?. Restando la 
segunda igualdad de la primera, obtenemos 
|QOP |? = b? 4 a? — 2R?. En forma análoga, 
|LPM |? =c?4+ a2—2R?. Respuesta: | QM | = 
= VP402—2R*, |0P]= Vb0+0a—2R, 
|PM|=V c+ a2—2R?. 


1.273. El radio de la circunferencia inscri- 
ta está comprendido entre las magnitudes de 
los radios de dos casos límites. Este no puede 
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ser menor que el radio de la circunferencia 
inscrita en el triángulo con los lados a + b, 
b+c,c+a, el cual es igual a S/p, donde S 
es el área, p, el semiperímetro del triángulo, 


s _ VYVí(a+b+cjabe 

por lo que A rar an 
8 abc 

= | O? Por otra parte, r es menor 





Fig. 11 


en la fig. 11 (en esta figura las tangentes 
opuestas son paralelas, el punto C «corre» 
al infinito). Puesto que para los ángulos 
a, P y y marcados en la figura, se cumple 
la igualdad a + B + y = aí/2, tg a = 
.=cClp, tg B = alp, tg y = b/p, donde p es 
el radio de la circunferencia representada, 
entonces tg (a + PB) = ctg y o bien 


lino 1:20 E, de donde p = V ab-+ be + ca. 


p?—ac 


De este modo, V an <r<V ab+bc+ca. 
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1.274. Sea M el punto de intersección de 
la recta CB con la línea de centros de las 
circunferencias dadas. Designemos: |4AM|= 
=x, ZACB=q; |AB|?=2rx, |4C|?= 





=2Rx, sen => cr: Si pes el radio de la 

circunferencia circunscrita alrededor del 
_  JAB] |AB|-14C| 

A ABC, entonces p= AT 37 = 


= Y Rr. Respuesta: V Rr. 

1.275. Sean O,, O, los centros de las cir- 
cunferencias; 4, el punto de su intersección 
más alejado respecto de BC, 40,40, = q. 
Mostremos que ZBAC = q/2. O otro pun- 


to el ángulo será igual a 180 — 7 7.) En efecto, 


£BAC = 4180 — ZABC — ZBCA = 
= 180 — (90% — ZABO,)) — (90% — 
— ZLACO) = ZABO, + ZACO, = 
= ZBAO, + ZCAO,=9 — LBAC. Sea 
10,0, | = a. Trazando 0,M || BC (M se ha- 
lla en 0,B), obtenemos | BC | = | 0,M | = 
= Y a — (R—r). Del A0,40, encon- 
tramos E rl d 
que cos p= a : por ende, 


el radio de la circunferencia  cir- 
cunscrita alrededor del A ABC es igual a 


AP o — VEZ Y Pi. 
2 yy 


Respuesta: Rr (para ambos triángulos). 
1.276. DO y CO son las bisectrices de los 

ángulos ADC y DCB. Designemos con a, BP 

y y las magnitudes de los ángulos correspon- 
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dientes (fig. 12). Pero a + 2P + 2y + a = 
= 21; por consiguiente a + $B + y = 1; de 
aquí se deduce que ZDOA = y, COB =P 
y el AAOD es semejante al ACOB; por lo 





tanto |AD|-|CB|=|4AO|- |OB | = 
= | AB 2/4. Respuesta: a?/4b. 

1.277. Del planteamiento del problema se 
deduce que las bisectrices de los ángulos C y 
D se cortan en el lado AB. Designemos este 
punto de intersección con O. Circunscribamos 
alrededor del ADOC una circunferencia. Sea 
K el segundo punto de intersección de esta 
circunferencia con AB. Tenemos: ZDKA = 


= 4DC0 = 5 LDCB= > (180 — 
— LDAK)= 5 (LDKA + LADK), por lo 


que ZDKA = ZADK y |AD|=|AXK |. 
De manera análoga, |BC|=|BK|; por 
consiguiente, | AD | 4- |CB|=|AB|. 


Respuesta: a — b. 
1.278. En el rayo MC tomemos el punto 
N de tal modo que |AN]=|4B]|=/AD|. 
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sen ZMNA lAC| 14€] 








Puesto que eZ Mca = VANT " TADT " 
sen ZADC 
SS E ÁACD Z¿MCA=ZACD, entonces 


sen -_MNA = sen ZADC = sen ZABM, 
es decir, los ángulos ABM y MNA son igua- 
les o bien en suma dan 180”. Pero M se halla 
en el interior del AABN, por consiguiente, 
Z¿ABM = ZMNA. Ahora se puede demostrar 
que AABM = AAMN; ¿NAC = 
= LMNA — LNCA = ZADC — ZACD = 
= q. Respuesta: as. 

1.279. Designemos por K y L los puntos de 
tangencia de la 1% y la 22 circunferencias, 
respectivamente, con uno de los lados del 
ángulo y por M y N, los segundos puntos de 
intersección de la recta AB con las circunfe- 
rencias primera y segunda. Sea O el centro 
de la 22 circunferencia. Puesto que A es el 
centro de semejanza de las circunferencias da- 





pAK | _|4M| = ( 
das, entonces ¡ALi= 1AB| — TAN = A, de 
donde ¡AK|-|A4AL| = 4] AL |? = 
=AJ|AB]|- | 4VN|=]4B ]?. Por otra par- 
te, de la semejanza de los triángulos AKC y 
ALO tenemos: |AK|-|AL|=|4C]|x 
Xx JAO|. Por consiguiente, AC | 
Xx |J40 | =|A4B|?; por lo tanto, los tri- 


ángulos ABC y AOB son semejantes. Respues- 
ta: 5 o bien n—>$ 

1.280. Sean ZBAF =0Q, Z<DBA =au, 
ZDAB = 2a (del planteamiento se deduce 
que A, £ y F se hallan por un lado de BD y 
Z¿BDA < 907, es decir, a > 30). Según el 


204 


teorema de los senos, para los triángulos DEA, 
DAB y BAF tenemos: (PEL — n= 2) _ 








" ¡AD] sen (30? +) 
Ls año . 14D] sen a 
= 2 poe (302 + a); ¡AB senda 
e 4 [AB] _ cos (a—o) 
— 4c0s (30 + a) cos (300—a) > |BF| senp 


Multiplicando las igualdades, encontramos 


a AE os (a — 30%), de donde 
sen 


ZBAF=qp=30". 

1.281. Examinemos dos casos. 

1) El segmento BK corta AC. De la con- 
dición LBKCO= HL LLL se deduce que 
LO=90(LBCK = ¿B+ LC, ZCBK = 


a TA PO, E 


=180", etc.). Pot consiguiente, el punto O 
se halla en AB y la suma de las distancias des- 


de O hasta AC y AB es igual as |BC |; de 


esta manera, ,|BC|=4> a + Y3 = 
= | AC ]|+ | AB |>]|AB|, es decir, el ca- 
teto es mayor que la hipotenusa, lo cual es 
una contradicción. 

2) El segmento BK no corta AC. En este 


caso ZOBK=1800— LL. /BCK=ZA, 





2 > 
ZBKC = A (según la condición); 
por consecuencia, (180-— <P) + LA+ 


4 ÍL4 EL -. 480", de donde ZA=30>. 
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De nuevo son posibles dos casos. 

2a) El punto O, centro de la circunferencia 
circunscrita, se halla en el interior del AABC. 
Sea que la perpendicular bajada desde O 
sobre AB corta AB en N y AC, en K, mientras 
que la perpendicular bajada sobre AC corta 


AC en M y AB, en L. Designemos: | OM | = 
=x,|ON | = y; z + y = 2 (según el plan- 
teamiento del problema), |OK | = 2x/Y 3, 
I[MK|= xIV3, JAK|=2|NVK | = 
= 2y + 4x/Y 3, |AM | =| AX |] — 
— | MK |=2y + xV 3. En forma análoga 
encontramos: | AN | = 2x + yV 3. Según la 
condición, |AN | + 14M |= H(1AB1|+ 


+ |4C 1)=%Q0+1V3). Por otra parte, 


¡ANI+ 14M | = (24 V3) (2 + y) = 
= 2 (2 + V 3). Es una contradicción. 
2b) El punto O se halla fuera del AABC. 


Se puede mostrar que el Z.B es obtuso. De lo 


contrario, si 4C > 90, A < 0, per 


lo que O se encuentra en el interior del seg- 
mento ÁAC que no contiene B; no obstante, 
esta circunstancia no influye en la respuesta. 
En las designaciones del punto anterior 
tendremos: |AM| = 2y — 2V3, JAN] = y 
V3—2x. Del sistema y+x= 2, |¡AM]| + 


+ 1401=(24 V3)y-04+V3)2= 248 


encontraremos: == = , Yy= 2 , 14M] = 
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=>2- E EA el radio de la circunferencia 
es igual a V|¡AMJF[MO|2=1/2/ 34-15 3. 

1.282. Si C, es un punto simétrico a C 
respecto a AB, y B, es simétrico a B respecto 
a AC, entonces (como regla, a, b, c son los 
lados del AABC y $ es su área) | C,B, |? = 
= bi 4 c? — 2bc cos 3A = a? 1 2bc (cos 70 
— cos 34) = a? + 8bc sen? A cos A= =M4 + 46x 

Se 

Xx (0? + c? —a?) 3203 + AsÍ se obtiene un sistema 


de ecuaciones: 


[es + 168? (b? 4 2? — a?) = 8b?e?, 





a?b?c?2 4 168? (a2 + b?— e?) =8a?b?, 
a?b?c? + 168? (24 a? — b?) = 14c2a2. 


Restando la 2% ecuación de la 12 y tomando 
en consideración que a + c, encontraremos que 
45? = b2, Al sustituir S? por b?/4 tenemos: 


ate +4 (b2— 2 a?) = 
a?b?c2 4- be? -|- 4b2a?— ad — 14a?c2=0, 
b? = 458?. 


Al designar atc? = x, a? 4 c? = y, tenemos: 
4y — <=4b?, 
f (02 — 14) + 4b?%y = 4b*. 
Después de multiplicar en el último sistema la 


12 ecuación por b? y restándola de la 22, 
encontramos zx (2b*? — 14) = = 0, de donde 


b= Y 7. Respuesta: 1, | 7 
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:S E VA ETT 
Vis Voa+s aya 4V14 yr 


Varsy124V 2-4 y 14 
AA NÁ 


| b2—e? | 

28 
donde S es el área del triángulo (de manera 
análoga para los demás ángulos). Respuesta: 
arctg |tga +tgB |. 

1.284. Hallemos la cotangente del ángulo 
comprendido entre la mediana y un lado del 
triángulo ABC. Si ZA¡AB = y (44, es la 
mediana del AABC; las designaciones son 
corrientes; a, b, c son los lados del trián- 
gulo, M,, Mp, M¿ SON Sus medianas; S es 


1.283. Demuéstrese que tg a = 





? 


su área), entonces ctg p= EA Es 
(e 

_ 2e—accosB _ 3c%4-b2—a? 

A A Sea M el punto 


de intersección de las medianas del AABC; 
las rectas perpendiculares a las medianas que 
parten de los vértices A y B, concurren en 
Ci; £MC¡B=ZMAB= (el cuadrilátero 
MAC,B es mOSCritOn: Por tanto, Syrc, = 
A (2a?)-2c2—b2) (302F52a8) 
=3 (2m,)* es 725 

El área del triángulo buscado es la suma de 
las áreas de seis triángulos, cada una de las 
cuales se encuentra de manera análoga. Co- 


2 2:12 
mo resultado obtenemos E micas a 


125 
AA ad E (demuestren .la igualdad a? + 


4 
+b?+ c2=9 (R?— d?) por su propia cuenta). 
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Respuesta: H (RdA 1.285. 60". 
1.286. Notemos, al principio, que | MN | 
es igual a la tangente exterior común a las 
circunferencias con los centros O, y Oz (pro- 
blema 1.142). Por consiguiente, si los radios 
de estas circunferencias son r e y, 2 +y= 
= 2R — a, entonces | MN |= V a? —(x— y)?. 
Sea q el ángulo formado por AB con 0,0»; L, 
el punto ae Itorsección de AB y 0,0,. Tenemos 


¡O,L| = = sen p= HT = 





aan ==" a 73 [0,£1 
2R— R 

= > A d [OL|=|2+]0,L|—R|=>337 X 

al E AS 

=2 Y R2— |OL|? sen? == Y a—(1+—y?= 


= | MN|. a = (en ambos 


casos). 

1.287. El ángulo AXB es igual a 90" 
(véase el problema 1.255). Sea R el punto de 
intersección de BK y AC; OQ, un punto de 
BK tal, que VO || AC. Utilizando las desig- 


naciones corrientes tendremos: |AR | = 

=|AB|=c, |MB|=c-— (p-a)= 
Cs [ME | _ 1MR| _1CB1 _ 

A E EA 


a n= (consideramos que b >> c). Puesto que 


IMN | =2 (p — c) sen entonces 


aL 
2? 
|MK | = a sen 7 Lo mismo se hace para 
otros segmentos. El triángulo buscado es se- 
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mejante a ABC con la razón de semejanza 
sen (a/2). Su área es igual a S X sen ? (0/2). 

1.288. Sea | AM|=x,|CN|=y,x + 
+ y =a; a, el lado del cuadrado. Desig- 
nemos con E y F los puntos de intersección de 
MD y DN con AC. Los segmentos | A£ |, 
|EF |,|CF |se calculan fácilmente hacien- 
do uso de a, x, y, después de lo cual se puede 
verificar la igualdad |EF|?=|AE|?+ 
+ |FC|?-—|AE£]|-|FC]. 

1.289. Supongamos que P es el punto de 
intersección de la recta DE con AB, K es el 
punto de AB tal que KD || AC, AAKD es 
isósceles (LKDA = ZDAC = ZDAK). Por 
lo tanto KD es la mediana en el triángulo rec- 


tángulo y [MN |=5|KD|=%Z |4P |= 
= EJAE |=30 

1.290. Sea A, el segundo punto de inter- 
sección de las circunferencias circunscritas 
alrededor del AABC y del AAB,C,. Del 
planteamiento se deduce que |BB,|= 
= |CC, |; además, ZABA, = ZACA, y 
ZAB,A, = ZAC,4,. Por consiguiente, 
AA,¡BB, = AA,CC,. Por lo tanto, | 4,B | = 
= | A¡C |. Sea que ZABC = f, LACB = 
= Y, ZABA, = LACA, =Q. Puesto que 
el AA,BC es isósceles, LA¡BC = ZA,CB, 


A 4 R 
es decir, B + q = Y —Q, o = z(y — $) y, si 
el radio de la circunferencia circunscrita al- 
rededor del AABC es igual a R, entonces 


| 44, | =2R senY3É; pero |4B|— 
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— |AC|=2R (sen y — sen B)= 
= 4R sen YE cos 241 = 2/44, | sen £; 

aq 
2 sen > 

1.291. Notemos que los puntos A, O, M, B 
se hallan en una circunferencia (ZAMB es la 
semisuma del arco AB y del arco simétrico 
- a AB con respecto a OC, es decir, ZAMB = 
= ZAOB). Tracemos en AM el segmento 
MK igual a MB; entonces, AAKB es se- 
mejante a AOMB. Respuesta: |AB|= 
0. 

1.292. Supongamos que |A4B|= 2r, 
| BC | = 2R, O, es el punto medio de AB, 
O, es el punto medio de BC, O, es el punto 
medio de AC, O es el centro de la cuarta cir- 
cunferencia, cuyo radio es x. De la condición 
se deduce que |0,0,¿| =R, |0,0,|=r, 
[00 |=r+x, 1090 | =R +x, 1050 |= 
R +r-— x. Igualando las expresiones para 
las áreas de los triángulos 0,00, y 0,00,, 
obtenidas usando la fórmula de Herón y 
como el semiproducto de la base correspon- 
diente por la altura, obtenemos dos ecuaciones: 


VIRENT(R=232=2 Ra, 
VREr+2 Rra=> (R+r)d. 


por consiguiente, | AA, | = 





Elevando al cuadrado cada una de éstas y res- 
tando una de la otra, encontramos que x = 
. =d/2,. Respuesta: d/2. 

1.293. Sea P el pie de la perpendicular 
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bajada desde NV sobre la recta MB, entonces 

| MP | = Rcos a; por consiguiente, | MP | 
es igual a la distancia desde el centro O hasta 
AB; pero la distancia desde el vértice del trián- 
gulo hasta el punto de intersección de las al- 
turas es dos veces mayor que la distancia desde 
el centro del círculo circunscrito hasta el lado 
opuesto (problema 1.20), es decir, | MP | = 


= 5 |IMK |. De aquí se deduce que, si 


M se halla en el mayor de los arcos, es decir, 
ZAMB = q, entonces | VK | = R; pero si 
ZAMB = 180” — au (es decir, M está situa- 
do en el arco menor de la circunferencia), 
entonces | NVK |? = R? (1 + 8 cos? a). Res- 
puesta: | NK | = R, si M se encuentra en el 
arco mayor de la circunferencia; | VK | = 


= RV 1 + 8c0s? a, si M se encuentra en el 
arco menor de la circunferencia. 

1.294. Supongamos que ABC es el trián- 
gulo dado, CD es la altura, O, y O, son los 
incentros de las circunferencias inscritas en 
el AACD y el ABDC, K y L son los puntos 
de intersección de las rectas DO, y DO, con 
AC y CB. Puesto que el AADC es semejante 
al ACDB y KD y LD son las bisectrices de 
los ángulos rectos de estos triángulos, enton- 
ces O, y O, dividen KD y LD, respectivamen- 
te, en razón igual. Por lo tanto, K£ || 0,0,. 
Pero el cuadrilátero CKDL es inscrito 
(LKCL = ZKDL = 905. Por consiguiente, 
Z¿CKL = LCDL = n/4, LCLK =CDK= 
= 1/4. De este modo, la recta 0,0, forma 
con los catetos ángulos iguales a n/4. 
Si M y N son los puntos de intersección 
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de 0,0, con CB y AC, entonces ACMO, 
= ACDO, (CO, es común, Z0,CD 
= L0,CM, £CDO, = £CMO,). Por en- 
de, |CM |=|NC|=h. Respuesta: los 
- ángulos del triángulo son iguales a 3/4, n/4, 
1/2 y el área es igual a h?/2. 

1.295. Las designaciones se comprenden, al 
examinar la fig. 13. CKDL es un rectángulo. 


Al 





Fig. 13 


Puesto que ZLKA =90” + a, ZLBA = 
= 90 — a, el cuadrilátero BLKA es inscri- 











to, 
I£C| h COS Y% 1 
te p= CAR = y sen la. (1) 
sen a 


Si R es el radio de la circunferencia, entonces 
 JKXLEI| — h 
 2senq  2senq * (2) 
Puesto que ZLOK = 2p, JON| = Rcosqp = 
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a (se han empleado las igual- 


dades (1) y (2), JOM|=|ON| sen (90*— 


cos2a E 
— 2a) = a = h Ctg 2a y, por fin, 





obtenemos la expresión > [PQ| = [QM] = 


AS p2 
= Y R?— |OM [2= Va — h? ctg? Za = 
1 
=h Y (+ ctg? 9) — otg2 2a =h x 


* V (+ az) —ctgila JE > 
|1P0]|=hY 5. Si ahora los segmentos |PD] y 
IDO| de la cuerda se designan con ze y, 
entonces z+y=h Y/ 5, 2xy=h?, de donde en- 
contramos que los segmentos buscados de la 


cuerda serán iguales a PA Y h. 





Fig. 14 


1.296. Sean P y Q (fig. 14) los puntos de 
tangencia de las tangentes trazadas desde E. 
Demostremos que | EP | =|E£Q | =]BD |. 
En efecto, |EP |? =(|ED|+|DC])x 
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OX(|ED |—|DC |) = NED MG 1DO PE 
| 


¿=|BC1*=|DC |? BD |? (según el 
planteamiento, |ED E = |BC |). Designe- 
mos: IKN |=zx, IPN]|=|VA |=y, 
|EQ|=|EP|=|BD|=z. Entonces, 
1IKE|=xw+y-=—z. Tenemos: Sxey= 


=> x(2R — 2); por otra parte, Sxay = 
= Sxon + Sxog — Sgoy = SR (+ x+ 
+y=2z2—y-=—2)=R (x-— 2). De esta ma- 
nera, Sa QR—23=R(— 2), x=2QR. 
Respuesta: 2R. 





1.297, Encontremos, al principio, lím 5 ; 

|40| _ e Siab pa 

Designemos: Z.€ rl Tenemos 7 10 a 
> ab sen au 

= —— (1) 


- (p—a) (p—b) sen B 

Pero según el teorema de .los cosenos a?-+ 
+ b2—2ab cos a=(p—a)?+(p—b)?—2 (p—a) x 

e e p(p—a—b)+ab cos a 
Xx (p — b) cos $ =- cos KB = E TR, 
de donde senf =Y 1—cos?$ = 
= Y (1— cos B) (1 +cos B) = 
_ V ab (1—cos a) (2p?—2ap —2bp-+ ab + ab cos a) 

(p—a) (p—b) 
2) 

Sia —>0, entonces cosa —> 1; por consiguien- 
te, A =Y 2 cos y > Y 2, cuando A 
—> 0. Teniendo en cuenta la última observa- 
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ción, por (1) y (2) obtenemos lím a 
ezo 10€] 


ab 
=V 305 . Puesto que 144 > 
pV ab 


> PD, entonces lím | 40 | = ———===— a 
dl 0-0 dio V ab+V (p—alXp—b) 


II. Problemas y teoremas selectos 
de planimetría 


11.1. Demuéstrese que, si D es la proyec- 
ción de M sobre AB, entonces | AD |? — 
— |DB|?=|A4AM]|?— | MB|]?. 

11.2. Si se encontrase un punto tal (desig- 
némoslo por N), la recta MN sería perpendi- 
cular a los tres lados del triángulo. 

11.3. Si M es el punto de intersección de 
las perpendiculares bajadas desde A, y B, 
IA y AC, entonces (véase el problema 


1.1) H/ MB |? —| MC |? =1|4,B |? — 
— |JAJC ]P?, ¡MC 1? — | MA |? = 
= |B,C |? —|B,4A |?; sumando estas igual- 


dades y tomando en consideración el plan- 
teamiento del problema, obtenemos que 
[MB |? —|MA|*=|C,¡B |? —|C,A FP, 
es decir, M se halla en la perpendicular traza- 
da hacia AB por C,. 

11.4. Del resultado del problema II.3 se 
deduce que la condición de que las perpendi- 
culares bajadas desde A,, B,, C, sobre los la- 
dos BC, CA y AB concurran en un punto, es 
idéntica a la condición de intersección en un 
punto de las perpendiculares bajadas desde A, 
B y C sobre B,C,, C,A, y A1B,. 
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11.5. Notemos que las perpendiculares ba- 
jadas desde A,, B,, C, sobre BC, CA, AB, 
respectivamente, se cortan en el punto D, 
luego aprovechemos el resultado del pro- 
blema 11.4. 

11.6. En el problema 11.7 se demuestra un 
hecho más general. De los razonamientos del 
problema 11.7 se deduce que el centro de la 
circunferencia se halla en la recta AB. 

11.7. Introduzcamos el sistema de coorde- 
nadas rectangulares. Si las coordenadas de los 
puntos As, A», es A, son (21, y1) (24, Ya), ... 

« «+ (Tn, Yn) y del punto M, (x, y), entonces 
nuestro lugar geométrico de puntos se defini- 
rá por la ecuación a (1? + y?) + bx + cy + 

+d=0, donde a =k, +k23+...+kn; 
precisamente de aquí se deduce nuestra afir- 
mación. 

11.8. Si B es el punto de tangencia, O 
es el centro de la circunferencia dada, enton- 
ces | OM|? — | AM |? = | OM |? — 
— |BM|?=|OB|? =R? Por  consi- 
guiente, M se halla en la recta perpendicular 
a OA (véase el problema 11.1). 

11.9. La condición que determina el con- 
junto de puntos M, es equivalente a la condi- 
ción |AM|?—k?|BM|?=0, es decir, 
es una circunferencia (véase el problema 11.7). 
Esta circunferencia se llama circunferencia de 
Apolonio; su centro, como es fácil cerciorarse, 
se sitúa en la recta AB. 

11.10. Puesto que MB es la bisectriz del 


¡AM| _ [4B| _ 
ángulo AMC, entonces ¡MC TBCT' Por con 


siguiente, la bisectriz del ángulo exterior res- 
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pecto al ángulo AMC corta la recta AC en un 
El y el con- 
KC] |BC|” 
junto de puntos M buscado es un arco de la 
circunferencia construida sobre BK como sobre 
diámetro, estando aquél comprendido entre 
las rectas perpendiculares al segmento AC, 
las cuales pasan por los puntos A y C. 
11.11. Supongamos que O, y O, son los 
centros de las circunferencias dadas, r, y 
r¿ son sus radios, M es el punto del conjunto 
buscado, MA, y MA, son las tangentes. Se- 
gún lo enunciado, |MA,|=Xk|MA,|. 
Por lo tanto, |MO,|?— k?|MO, |? = 
= ri — k*ri. Por ende (véase el problema 
11.6), el conjunto buscado de puntos M, 
cuando k +4, es una circunferencia con el 
centro situado en la recta 0O,0,, cuando 
k = 1, el conjunto buscado es una recta per- 
pendicular a 0,0). 


punto constante X: 





Fig. 15 


11.12. Supongamos (fig. 15) que K y £ 
son los puntos de intersección de la tangente 
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- trazada a la segunda circunferencia que pasa 
por D, con las tangentes a la"primera, las cua- 
les pasan por B y A, mientras que M y N 
son otros dos puntos. Es fácil ver que 
¿2DKB = ZCMA (cada uno de estos ángulos 
es igual a la mitad de la diferencia entre los 
ángulos que corresponden a los arcos AB y 
CD). Por eso (en nuestra figura) ZLMN + 

+ ZLEKN = 1807. Por consecuencia, el cua- 
- drilátero KLMN es inscrito. Luego tenemos: 


+4 
[DK |  senzpBk “3 4B PON 
-TKB| 7 sen ZBDK — 1 é g 
sen q DC 


mente seencuentranlas razones entre las longitu- 

es de las tangentes trazadas por los puntos L£, 
M y N. Todas estas razones son iguales entre 
sí; por lo tanto, el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor de KLMN, se halla 
en la recta que pasa por los centros de las cir- 
cunferencias dadas (véase el problema 11.6). 


11.13. Después de expresar las distancias 
desde los vértices del triángulo hasta los pun- 
_tos de tangencia, compruébese el cumplimien- 
to de la condición del problema 11.3. 

11.14. Sea | 4AM,|:|BM,|:|CM, | = 
=Hp:q:r. Entonces, el conjunto de los 
puntos M tales que (r? — q?) | AM |? + 
+ (p? — ri) | BM |? + (4? — p*) 1 CM |*= 
= 0, es una línea recta que pasa por M,, 
M, y el centro del círculo circunscrito alre- 
dedor del AABC (véase el problema 11.7). 

11.15. Los puntos M, y M, pertenecen al 
conjunto de --—puntos /M, para los cuales 
3|MA |? -—-8|MB|?+ 3] MC |? =0, 
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Este conjunto es una línea recta y, evidente- 
mente, el centro del círculo circunscrito satis- 
face la condición que determina este conjunto 
(véase el problema 11.7). 
11.16. Sean |44,]|=a, |BB,]|=0, 
CC, | =c, |41B,1|=x, | B,C,|=y, 
|C¡A¡ | =2Z. Entonces, | AB, |? = a?4- 
+ a?, |B,C |? = c? + y?, etc. Ahora es fá- 
cil comprobar la condición del problema 11.3. 
11.17. Sea que| AD | =x,]| BD | = y, 
ICD|=z,|AB|=a. Designemos con 
Az, Bz, C2 los puntos de tangencia de las cir- 
cunferencias inscritas en los triángulos BCD, 
CAD, ABD con los lados BC, CA, AB. Las 
perpendiculares trazadas por los puntos Aj, 
B,, C, hacia los lados BC, CA y AB coinciden 
con las perpendiculares levantadas a los mis- 
mos lados en los puntos A», Ba, Cy. Pero 
184,1 = 22,/14,0 | = 252, de ma- 
nera análoga se encuentran | AC, |, |C¿B |, 
|AB21,1|1B,C |. Ahora es fácil comprobar 
el planteamiento del problema JI.3. 


11.18. Aplíquese la condición del proble- 
ma 11.3 tomando como puntos A, B y C los 
centros de las circunferencias y como pun- 
tos A,, B,, C,, sendos puntos de inter- 
sección de las circunferencias (A, es uno de los 
puntos de intersección de las circunferencias 
con centros B y C, etc.). 

11.19. Tomemos la tercera circunferencia 
con diámetro BC. Las cuerdas comunes de la 
a y 32, así como de la 21 y 32 circunferencias 
son las alturas del triángulo bajadas desde los 
vértices B y C. Por consiguiente (véase el 
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problema 11.18), la cuerda común de las cir- 
cunferencias dadas también pasa por el pun- 
to de intersección de las alturas del triángulo 
ABC. 

11.20. Sea O el centro de la circunferencia 
dada; R, su radio; MC, la tangente a ésta. 
Tenemos: | MO |? — | MN |? =| MO |? — 
— |MB|-|MA |=|MO|* — | MC [P= 
= R?, es decir, el punto M se halla en la rec- 
ta perpendicular a la recta ON (véase el 
problema 11.1). Es fácil demostrar que todos 
los puntos de esta recta pertenecen a nuestro 
conjunto. 

11.21. Supongamos que O es el centro de 
la circunferencia, r es el radio de la misma, 
- JOA | = a, BC es cierta cuerda que pasa por 

A, M es el punto de intersección de las tangen- 
tes. Entonces |OM |? =| BM |? + r?, 


¡AM |?=|BM |? —F|BC |? + 
A 2 
+ (51BC|—|BA 1) = 
=|BM|*—|BC|-1BA4|+ 
E|BA|?*=|BM|*—|BA|-|AC|= 
= |BM |? —r? + e?. 
De esta manera, |OM |? — |AM |? = 
-=2r? — q?, es decir (véase el problema 
11.1), el conjunto buscado de puntos es una rec- 
ta perpendicular a OA. Esta recta se llama 
polar del punto A respecto a la circunferencia 
dada. 


11.22. Muéstrese que si M, y Ma, son dos 
puntos diferentes que pertenecen a nuestro 
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conjunto, cualquier punto M del segmento de 
la recta M,M, en el interior del triángulo tam- 
bién pertenece a este conjunto. Para eso, al 
designar con 2,, Yi, 21 las distancias desde 
M, hasta los lados del triángulo y con zz, 
Yo, 29, las distancias desde M2, podemos expre- 
sar las distancias x, y, z desde M hasta los 
lados mediante estas magnitudes y las distan- 
cias entre M,, M,, M. Así, por ejemplo, si 
[MM |=k|M,M, | y las direcciones de 
M,M y M,M, coinciden, entonces x = (1 — 
— k) x, + kxa, y = (1 — k) y, + kya, 2 = 
= (1 — k) 2, + kz. De aquí se deduce que 
si la igualdad se cumple para tres puntos en el 
interior del triángulo que no se hallan en una 
recta, la misma se cumplirá para todos los 
puntos del triángulo. Observación. La afir- 
mación del problema también será válida para 
un polígono convexo arbitrario. Más aún, 
pueden examinarse todos los puntos del plano, 
pero las distancias desde los puntos dispuestos 
a diferentes lados de la recta hasta esta últi- 
ma deben tomarse con signos opuestos. 
11.23. Para que las distancias T, Y, 2 
sean lados de un triángulo, es necesario y 
suficiente que se cumplan las desigualdades 
r<Z<y+22y<2+x%,2<zx+y  Pe- 
ro el conjunto de puntos, para los cuales, por 
ejemplo, x= y +z es un segmento con los 
extremos situados en los pies de las bisectri- 
ces (en los pies de las bisectrices dos distancias 
son iguales, mientras que la tercera es igual a 
cero, por consiguiente, la igualdad se cumple: 
pero del problema anterior se deduce que esta 
igualdad es válida para todos los puntos 
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del segmento). Respuesta: el lugar geo- 
métrico buscado consta de los puntos dispues- 
tos en el interior del triángulo con vértices en 
los pies de las bisectrices. 

11.24. Puesto que las perpendiculares ba- 
jadas desde A», B, y C,, respectivamente, so- 
bre B,C,, C¡A;, y A,B, concurren en un punto, 
entonces (problema 11.4) también las perpen- 
diculares bajadas desde A,, B, y C;, sobre 
B.Ca, C.A2 y 42B, también concurren en un 
punto. 

11.25. Designemos por a, y a), las distan- 
cias desde A hasta las rectas l, y l¿, respecti- 
vamente; b, y b, son las distancias desde B 
hasta las rectas l¿ y l,, respectivamente; 
c, y Cz son las distancias desde C hasta las 
rectas 1, y l,, respectivamente; x, y, z son las 
distancias desde A,, B, y C;,, respectivamen- 
te, hasta 1. Para que las perpendiculares baja- 
das desde A, B y C sobre B,C,, C,A, y AjB,, 
respectivamente, se corten en un punto, es 
necesario y suficiente que se cumpla la igual- 
dad (problema 11.3) | 4B, |]? — |B,C |? + 

+ 1C4,1? —]41B]* +1BC, |? — 
— |C,4]?=0, o bien (a + y?) —(c; + 
+ Y) + (0 +2) — (0) +2) + (0, + 
+ 22) — (az + 2?) =0, lo que conduce a la 
condición aj; — a +b—bi+ci—cd=0 
que no depende de x, y, 2. 

11.26. Nos basta comprobar el cumpli- 

miento de la condición (problema 11.3) 

[AB 1*=1.BXC-1*. + + 0491 = 
— |A8B 1? + 1BC,1*— |C,4 1* =0. 

Notemos que los triángulos BB,C, y AAC, 
son semejantes, por consiguiente, | AC, | Xx 
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x |C¡B2| = IBC, | - 1C,¡42|, además, 
ZAC¡B,=ZBC,4A>, por lo tanto, | 4B, |? — 
— |BA4,|* =(1|4C,1? —1|C,B 1”) + 

+ (])C,B21?—|C,4,1|?). Después de es- 
cribir las igualdades correspondientes para 
| CAz 1? — | AC21” y 1BC,¿1?*? —]|CB,|* y 
sumarlas, obtenemos que las diferencias que 
figuran entre el primer paréntesis, en suma da- 
rán cero (aplicamos la condición del proble- 
ma 113 a los triángulos ABC y A,B,C;; 
obtendremos cero, puesto que las alturas se 
intersecan en un punto). No es difícil demos- 
trar que AA», BB, y CC, pasan por el cen- 
tro de la circunferencia circunscrita alrededor 
de ABC, es decir, la suma de diferencias entre 
el segundo paréntesis también es igual a cero. 

11.32. Tracemos por K y L rectas paralelas 

a BC, hasta que se corten con la mediana AD 
en los puntos N y S. Sea | AD | = 3a, 

| MN | = xa, | MS | = ya. Puesto 














LS | 148 | |2S| |[MS| 
que INR TANT * NR 1MNT O Cnton- 
ee e 5 nal sl, y= =>: 
La igualdad THE == = mirar equivale 
a la igualdad TI == m5 +mor* Z= 


=p. Poniendo y=-,27, obtenemos 
la igualdad lícita. 


11.34. Sea O el punto de intersección de las 
diagonales AC y BD; aprovechando la seme- 
janza de los triángulos correspondientes, 
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¡OK| _ ¡OK| [OB| __ [OA] 














obtenemos Oc —10B] “10C| — 10D] Xx 
¡OM| _ |OM| : 
X 104 = TOD OD * lo que se necesitaba. 


11.35. Sean F y D los puntos de intersec- 
ción de EN y EM con AB y BC, respectiva- 
mente. Demostremos que el AAFN y el 
AMDC son semejantes. Aprovechando las 
semejanzas de diferentes triángulos y la igual- 
dad de los lados opuestos del paralelogramo, 





. ANF| _ |NF|  |FB| _ |BD| 
tendremos: ¡FAL TFBL “1PAL — 1DMT X 
Xx ¡ED| —_ |BD| IDC]. _ IBD| [DC] _ 

| |DM| — |FE| [DM| |BD]| 





==DMT > es decir, el AAFN es se- 


mejante al AMDC. 

11.36. La afirmación del problema se de- 
duce de los dos hechos siguientes. 

1) Si en los lados del cuadrilátero ABCD 
se toman los puntos XK, L, M y N de tal mane- 
ra que los lados AB, BC, CD y DA estén divi- 
didos por estos puntos en razón 
; ¡BK] ICM | IBL| |ANÑ] 
igual (ar = mor = zer 


RAT TMB TzGL  TWDr )> tam 
bién los segmentos KM y LN están divididos 
por su punto de intersección P en la misma 
razón. 

En efecto, del hecho de que las rectas KL 
y NM son paralelas a la diagonal 4C se 








ARPL IKLL  1KL| 14C| 
AU EE NM 1AC INM 
EN ¡BK| |AD| E IBK| IBA] SS |BK| 


A e o o. 


IBA| IND] — |BA] “ |KA|  |KA] * 
2) Si en los lados AB y CD del cuadrilá- 
tero se toman los puntos K, y K, M, y M 
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¡ : KK] _ ¡MM] 4 
de tal manéra que IA 


¡AK,|=|KB], |DM,|=|€CM|, el área del 
cuadrilátero K,K MM, constituye — parte del 
área del cuadrilátero ABCD. ectivaciente 








e 


|BK| MD] 
BKC "IBA Sapo Samp= CD] Saco = 
— IBKL o Por consiguiente, Saxcm, = 


1BAL ACD: 
BK AK 
= (1 —- OS ) Samco= E Saco: En for- 


ma análoga Sx,kmm, = a SaKomy" De esta 


manera, Sxk,kMM, = A Saneo==7 5: 

11.37. Supongamos que K es el punto medio 
de DB, L es el punto medio de AC, Sym = 
= Senm (puesto que | AL | =|LC |), pre- 
cisamente de la misma manera Sgym = 
= Somn; de donde se deduce la afirmación 
del problema. 

11.38. Si M es el punto medio de DC, N 
es el punto medio de BC, K y L son los puntos 


de intersección de DN con AM y AB, 
respectivamente, entonces E 
[AK| [AL| 





=>, es decir, AX] =F|4M1; por consi- 


ó 4 4 4 
guiente, S ADK =>3 Sapm = A S=38 (S 
es el área del paralelogramo). Así pues, el área 
de la figura buscada será S-4Sank= FS. 


11.39. Supongamos que Q es el punto me- 
dio de AD, N, el punto medio de BC, M, el 
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punto medio de DC; K, P, R son los puntos 
de intersección de DN y AM, 0C y 


DN, QC y AM. Entonces, |DK|=-|DN], 


1 
IDP|=|PN], ¡QP|=|PC], JOR|=>3 10€], 
Sapo _ 1RPI IKP| 2 4 44 


Saro — 10PÍ “IDB] “3051? Óarx= 
e o 
24158 120 * 


Por consiguiente, del cuadrilátero exami- 
nado en el problema anterior se separan cua- 


tro triángulos con el área +0; de esta ma- 
nera, el área del octágono buscado será 4 
a A 

120 6” 


11.40. Supongamos que la recta HC corta 
AB y LM en los puntos 7 y N, respectiva- 
mente, la recta AL corta ED en el punto K 
y la recta BM corta PG en el punto P. Tene- 
mos Sacoe = Sacux = Sarnt) Saecra = 
= Sacup = Y pmnr; de este modo, Sacpe + 

BCFG — DABML: 

11.41. Designemos con Q el área del pen- 
tágono; s;, Sa y S¿ son las áreas de los triángulos 
adyacentes a uno de los lados, a la base menor 
y a otro lado; x es el área del triángulo com- 
prendido entre los triángulos, cuyas áreas son 
Si y Sa, y es el área del triángulo comprendido 
entre los triángulos de las áreas s, y sz. Enton- 


ces, $ a +s=82 + y Hs. = y (a + 
+ y +8, +0). De esta manera, s, + x + 
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+ Sa se HFy+s=2+y+8.+ Q > 
> FS + 383=0 
11.42. Si S es el área del paralelogramo, 


entonces Sax + Sxco = 55, por otra par- 


te, Space = Sexct Sxco = 38, por lo tan- 


to, Sarge = Sexe; en forma análoga 
Saxo=Skxcp; sumando las dos últimas igual- 
dades, obtenemos: S A Bxp = Scekr- 


ACy| S acc 
11.43. Tenemos: veta IES UL —Á 
IC1B| Scc,B 
+ ¡AC | -]1CC,| sen Z ACC; 


+ |1CC1|-|CB| sen £ O,CB 
Al obtener igualdades análogas para las rela- 
ciones ON y BA y multiplicándolas, 
obtenemos la afirmación requerida. 

11.44. Demostremos que si las rectas AA,, 
BB, y CC, se intersecan en un punto (designé- 
moslo por M), entonces R* = 1 (y, por con- 
siguiente, también R = 1; véase el problema 
11.43). Según el teorema de los senos para el 

senZACCi _ ¡AMI 3 
AAMC tenemos: sa ZAC 1MCl" Al escri- 
bir igualdades análogas para los triángulos 
AMB y BMC y multiplicándolas, obtenemos 
la afirmación requerida. Inversamente, sea 
que R = 1 y todos los puntos A, B,, C, (o sólo 
uno de éstos) se hallan en los lados del trián- 
gulo; al trazar las rectas AA, y BB,, designa- 
mos el punto de su intersección con My; 
sea que la recta CM, corta AB en el punto C. 
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“Tomando en consideración el planteamiento 
del problema y la necesidad demostrada de la 








condición R = 41, tendremos que A 
[C4B| 
= ¡22 : además, los puntos C, y C, se ha- 
1C2B] 


Han simultáneamente en el segmento AB o 
bien fuera de éste. Por consiguiente, C, y 
C, coinciden. 

11.45. Supongamos que A,, B,, C, se ha- 
llan en una recta. Tracemos por C la recta pa- 
ralela a AB y designemos con M el punto de 
-su intersección con la recta A,B,. A partir 
de la semejanza de los triángulos correspon- 














: BA B 
dientes obtenemos: Ñ E = bi E => > — 
; 
A . Al sustituir las razones correspon- 
1 


dientes en la expresión de R (véase el proble- 
ma 11.43) y haciendo uso de estas igualdades, 
obtenemos que R = 1. La afirmación inversa 
se demuestra de manera análoga a como esto 
se hizo en el problema 11.44 (tracemos la rec- 
ta B,A, y designemos con C, el punto de su 
intersección con AB, etc.). 

11.46. Compruébese que, si para las rectas 
dadas R* = 1, también para las simétricas 
será lo mismo. Además, si la recta que pasa, 
por ejemplo, por el vértice A, corta el lado 
BC, también la recta simétrica a ésta respecto 
a la bisectriz del ángulo asimismo cortará el 
lado BC (véanse los problemas 11.43, 11.44). 
11.47. Si Ao, Bo, Co son los puntos medios 
de los segmentos AO, BO, CO, respectiva- 
mente, las rectas construidas resultan simé- 
tricas a las rectas A¿0, B¿0, C/O respecto a 
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las bisectrices del triángulo A¿B,C, (véase el 
problema 11.46). 


11.48. a) Supongamos que la recta BM 
corta AC en el punto BP” y la recta CK corta 
AB en C'. Tracemos por M una recta parale- 
la a AC y designemos con P y Q los puntos de 
su intersección con AB y BC, respectivamen- 
1[4B"| _ |1PM| 
1B"C] — [MQl' 
por K una recta paralela a AB y designando 
con E y F sus puntos de intersección con CA 


y CB, respectivamente, tendremos: Pet 


[C"A| 
|FK]| se A 
REV" Hagamos construcción análoga pa- 


te. Es evidente que 





Al trazar 





ra el punto L. Sustituyendo las razones que 
figuran en R (véase el problema 11.43), con 
ayuda de estas igualdades tendremos en cuen- 
ta que para cada segmento señalado en el nu- 
merador habrá otro, igual a éste, en el deno- 
minador, por ejemplo: | PM | =|XKE |. 

b) Para concretar supongamos que la recta 
l corta los segmentos C¿A, CA, y forma con 
OK el ángulo agudo q. La recta A,L divide el 
segmento MK (a partir del punto M) en la 


SLMA: 


razón . De manera análoga se encuen- 


1 
tran las razones, en las cuales se dividen 
los lados KL y LM del triángulo KLM. 
Hemos de demostrar que tiene lugar la 
igualdad R = 41 (véase el problema 11.43). 
Sustituyamos las razones de los segmen- 
tos por la razón entre las áreas de los trián- 
gulos correspondientes. La expresión  R 
contendrá en el numerador Srya, y en 
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“ el denominador, Skmc,- Demostremos que 
SMA: En sen € 

Skmc,  SnA ” 
los del triángulo ABC. Es evidente que 
SBJ0A0 _ senC , ES 
co” ua” Además, Z AB Ap, = 
=> ¿CyByA) + LABC,=90* — -<-+ pp (esto 
se deduce de que la circunferencia con el diá- 
metro AO pasa por B,, Co y Ay) y LB,410+ 

ZA 


+ 4B,40==—. Precisamente de la misma 


manera ZB,C¡0= LE y ZC¡BC.= 


= (9-5) + 1501 = (90 - E) + 


+ (180? — ZC — BOC) = 90 - LL 4 

+(ZB¿OA,— LC) = 90 — ZBI2 + (180 — 

— ZA-ZC-q)=90 + / B/2-— q, es decir, 

sen / A¡B,A, =sen 4.C,B,C,. Por AS 
C 


donde A y C son los ángu- 














Sasrudo . MBetalolBobol CI 
oras CIA no 

2 2 
= nn . Sea r el radio de la circunferencia 
inscrita, |OL| =|OK| =|OM| =a. Tendremos: 
Sima, _ SromtSioma, _ 
Skunc, SxomTt8xomc, 


al 
+ S Aj0B0 TF S AJOB0AL 
NAAA PAS 
+ $c,0By + 77 SeyoBoCi 
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a 
py S A¿OBO li (S a0B0sr —S AJ0Bp) 


po 


a 
py Sc.OBo E Sec.c, —Sc,oB,) 


a 
0 (F-1) Sajono FS A0B0a1 _ senC La úl 
A a 
(H-1) Sc.oB. FSC,BoC, 
S A0OBo 


sen A 
tima igualdad se deduce de que A 
C00Bo 
S A0B0A1 _ senC 
SC.BoC, sen A 
mo modo separamos en el numerador y el de- 
nominador de la representación R dos pares 


de magnitudes más, cuyas razones serán igua- 


les a PA y ca respectivamente. Por lo 


sen B sen C 
tanto, R = 1. Nos queda demostrar que el 
número de los puntos de intersección de las 
rectas LA,, KC, y MB, con los segmentos 
KM, ML y LK, respectivamente, es impar. 

11.49. Examinemos el triángulo ACE, 
por cuyos vértices están trazadas las rectas 
AD, CF y EB. Los senos de los ángulos for- 
mados por estas rectas con los lados del trián- 
gulo ACE son proporcionales a las cuerdas, en 
las cuales estos ángulos se apoyan: por con- 
siguiente, la condición de R = 1 (véase el 
problema 11.44) equivale a la condición dada 
en el problema. 

11.50. Compruébese que la igualdad R = 1 
se cumple (en el punto b) aprovechen el re- 
sultado del problema 1.234) y qué todos los 
tres puntos se hallan en las prolongaciones de 
los lados del triángulo. De esta manera nuestra 
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ll Precisamente del mis- 








afirmación se deduce del teorema de Menelao 
(véase el problema 11.45). 

11.51. Según la propiedad de las secantes 
que parten de un punto exterior hacia la cir- 
cunferencia o según la propiedad de los seg- 
mentos de cuerdas de la circunferencia que 
pasan por un punto, tendremos: | BC, | Xx 


Xx |BC¿|=|BA,|- 1B42]1,|CB,| > 
X |CB,¿|=|CA,|-|CA21,1A4B, | x 
Xx |JAB2|=]|4C,|- | 4C,]. Ahora es fá- 


cil comprobar que, si la afirmación del teore- 
ma de Ceva (igualdad R = 1) se cumple para 
los puntos 4,, B,, C,, ésta se verifica también 
para los puntos A», B,, C,. Además, de la afir- 
mación del problema se deduce que los tres 
puntos A», B,, C, o solamente uno de éstos se 
hallan en los lados correspondientes del trián- 
gulo (véase el problema 11.44). 
11.52. Después de escribir la igualdad 
R = 1 (según los teoremas de Ceva y de Mene- 
lao, véanse los problemas 11.44 y 11.45) para 
los puntos A,, B,, C,; Aj, Bi, Co; Ar, Boa, 
Ci; A2, B,, C, obtendremos que también para 
los puntos A», B,, C, se cumple la igualdad 
R = 1. Ahora nos queda demostrar que los 
tres puntos A», Ba, C, se hallan en las prolon- 
gaciones de los lados del triángulo (así será, si 
los puntos A,, B,, C, se sitúan en los lados 
del triángulo) o solamente uno de ellos se en- 
cuentra en la prolongación (si en los lados del 
triángulo se halla uno de los puntos A;,, B,, 
C,) y hacer uso del teorema de Menelao (véase 
el problema 11.45). 
11.53. Hágase uso del coremia de Mene- 
lao (véase el problema 11.45). En calidad de 
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vértices del triángulo dado tómense los puntos 
medios de los lados del triángulo ABC, en los 
lados y las prolongaciones de cuyos lados 
se hallan los puntos examinados. 

11.54. Si a es la longitud del lado del 
pentágono MKLNP, b es la longitud del lado 
del pentágono con un lado en AB, c es la 
longitud del lado del  pentágono con 
IBAJ| _ a 
[CB] bo? 


=. Al multiplicar es- 


un lado en AC, entonces 
¡ACi| _ bd |CBy| 


IBA] "e * ALC] — 
tas igualdades, encontramos que R=1 


aplicamos el teorema de Ceva (problema 11.44). 


11.55. Compruébese que los puntos Aj, 
Az A3y B,, B,, B,se hallan en los lados del 
triángulo 0,0,0; (0,, O,, Oz son centros de 
las circunferencias) o en las prolongaciones 
de estos lados y que la razón de las distancias 
a partir de cada uno de estos puntos hasta los 
vértices correspondientes del triángulo 
010,0, es igual a la razón de los radios de las 
circunferencias correspondientes. Luego se pue- 
de aplicar el teorema de Menelao (véase el 
problema 11.45) para cada uno de estos tres 
puntos. 


11.56. La afirmación del problema se de- 
duce de los problemas 11.43, 11.44. 


11.58. Valgámonos de la igualdad 
sen £B¡AA>) eN | 4C4| 1B,49| 
en ZAC, TAB ITA CI: Al obtener 
igualdades análogas para otros ángulos y mul- 
tiplicándolas, obtenemos nuestra afirmación 
a base de los resultados de los problenras 11.43 
y 1.44. 
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11.59. Apliquemos el teorema de Menelao 
a los triángulos ABD, BDC y DCA AS 


AL BQ 
>. —— . —=——B=. — == 
11.45 observación): LB OD > = 
sei ¿E OR, DO o. A ¿DE 
" "MC RD QB — ” "PD" RC 
x= —41 (L, M y ÑN son puntos de in- 


tersección de AB y PO, BC y OR, AC y PR, 
respectivamente). Al multiplicar estas igual- 
CN AL BM 
dades, obtenemos NA “LD MC —AÁ, es 
decir, los puntos £, M y N se ballan en 
una recta. 
11.60. Examinemos el sistema de coorde- 
nadas, cuyos ejes son las rectas dadas (es el 
llamado sistema de coordenadas «afín»). La 
ecuación de la recta en este sistema, como siem- 
pre, tiene la forma ax + by +c=0. Pri- 
mero demostremos la necesidad de la condi- 
ción dada. Supongamos que el punto N tiene 
las coordenadas (u, v) y el punto M (4u,4D), 
las ecuaciones de las rectas A,B,, A¿B., 
AB, A¿B,, respectivamente, tendrán la for- 
ma: y —v=k, (1 —u), y —uv= k,) (2 — u), 
y—W= kz(z — du), y — o = k, (a — 
— hu). Entonces, los puntos 4,, A,, Az, Aa 
dispuestos en el eje x tendrán en este eje las 


1 1 A 
coordenadas u — EA u — Er hu — 5 D, 
hu — A respectivamente, y los puntos B,, 


B», B3, B, dispuestos en el eje y tendrán las 
coordenadas v— k,ju, v— ku, Av — kghu, 
W — k,hu, respectivamente. Ahora es fácil 
comprobar el cumplimiento de la igualdad da- 
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da'en el planteamiento. La suficiencia, como 
siempre, puede demostrarse por reducción al 
absurdo. 

11.61. En los puntos a) y c) hace falta 
aplicar los teoremas de Ceva y de Menelao 
(problemas 11.44* y 11.45%, observación). 
En el punto b), además, se emplea el resultado 
del problema anterior; en este caso es cómo- 
do, al igual que en el problema anterior, exa- 
minar el sistema de coordenadas afín, en el 
cual como ejes figuran las rectas AB y AC, 
mientras que los puntos B y C tienen las co- 
ordenadas (0; 1) y (1; 0). 

11.62. Designemos con S el punto de inter- 
sección de las rectas A¡M, B,L y C,K. Apli- 
quemos a los triángulos SMK, SKL y SLM 
el teorema de Menelao (problema 11.45%, 

















ds KL; MA; 
observación), obtenemos DM "FAS 
Xx SC; N 4 LM, KC; SB; Sa 54) 
C¡K : MK "CS BL — 


== —1. Después de multi- 








KiL “BS “AM 
plicar estas igualdades obtenemos: 
L¡M "MK" KiL — (1) 











La igualdad (1) es la condición necesaria y su- 
ficiente de que las rectas 4,M, B,L y C,K se 
corten en un punto. La necesidad ya está 
demostrada. La suficiencia se demuestra, co- 
mo siempre, por reducción al absurdo. (De- 
signemos con $” el punto de intersección de- 
A,M y B,L, tracemos S'C,, designando por 
K” su punto de intersección con la recta dada 
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y demostremos que K y K' coinciden.) Puesto 
que la igualdad (1) pasa a sí misma al susti- 
tuir K, L, M por K,, L,, M, y viceversa, la 
afirmación del problema resulta demostrada. 

11.63. Aplicando el teorema de Ceva (pro- 
blema I1.44*, observación) a los triángulos 


AP BF 
ABD, BDC y CDA, obtenemos: SE “Fo * 
DE BQ CG DF CR AE 
xa =A 00 o RS) RA ED A 
x=! Al multiplicar estas igualdades, 
AP BQ CR _ j 
obtenemos: PROC RA == es decir, las 


rectas AQ, BR y CP se intersecan en Un 
punto. Designémoslo por N. Sea T el punto 
de intersección de PG y DN. Según el teo- 
rema de Menelao (problema 11.45*, observa- 





2% DT NP CG 
ción) tenemos +7 *po Ep 7 1, de donde 
DT__ PC GD__CP GD g¡ AE _ 
TN NP CG.  PN' CG" ED — 
—OQL BF B “6 _ entonce AP. 
AE E O AE 7 E 
CR_y CN _ _ BA RC_a+p y 
RA a”? NP PB AR — BB "a? 
CcPpO/l.. CN y ap+ByH ya 
Py = (1 + ) = —- HA. Por 
DT _ ap+fy+va : . 
ende, E y ERAN > A En la misma razón 


el segmento DN se divide por Otras 
rectas. 

11.64. Primero examinemos el caso límite, 
cuando el punto NV se encuentra «en el infi- 
nito»; entonces, las rectas AN, BN y CN son 
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paralelas a la recta 1. Sea que las distancias 
desde los puntos 4, B y C hasta la recta l 
son iguales a a, b y c (por razones de comodi- 
dad supongamos que A, B y C se hallan a un 
lado de 1). Las rectas paralelas a l que pasan 
por A, B y C, cortan las rectas B,C,, C¡A, y 
A,B, en los puntos A», Ba, C,, respectiva- 








Aci | 41C2| ES a+e 
mente. Es fácil ver que E 
as 1B,49| UN b+a IC¡Ba| c+b 
E lA9C1l a+c” |B2A3| TS Multi- 


plicando estas igualdades, vemos que se cumple 
la afirmación del teorema de Menelao, o sea, 
el problema 11.45 (hay que comprobar también 
que en las prolongaciones de los lados del 
triángulo 4,B,C, se halla un número impar 
de puntos de A», Bo», Ca). Por lo tanto, los 
puntos Az, B,, Cy se sitúan en una recta. 

El caso general puede reducirse al exami- 
nado, si, por ejemplo, se proyecta la disposi- 
ción prefijada de los triángulos desde cualquier 
punto del espacio sobre otro plano. Este punto 
puede elegirse de manera que no se altere la 
simetría de los triángulos y el punto N pase al 
infinito. Es posible no recurrir al examen tri- 
dimensional. Introduzcamos un sistema de 
coordenadas, tomando por el eje x la recta l y 
por el origen de coordenadas, el punto N. 
Hagamos la transformación x' = l/x, y! = 
= y/x. Además, los puntos del eje x (y = 0) 
pasarán a la recta y” = 0; los puntos simé- 
tricos respecto al eje x pasarán a los simétri- 
cos respecto a la recta y' = 0; las rectas pasa- 
rán a rectas; las rectas que pasan por el origen 
de coordenadas, pasarán a rectas paralelas a la 
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recta y” = 0 (esta transformación, en ésencia, 
es precisamente la proyección indicada arriba). 
Después de semejante transformación obtendre- 
mos la disposición ya examinada. 

11.65. Consideremos que las rectas dadas 
son paralelas. Se puede lograrlo con ayuda de 
la proyección correspondiente o de la trans- 
formación de las coordenadas (véase la solución 





del problema 11.64). Apliquemos al triángulo 
A¡A¿M (fig. 16, N'K” es paralela a las rectas 
dadas) el teorema de Menelao (problema 11.45). 
Tendremos: 
JAYE].. 146K1 — IMN| _ lAr4sl 14542) 
ILAg| — |KM] INA,| |Ajágl  ¡K"M] 
[MN'|, 141431 (MN”| 145421 _ |414al 


X 











XA TK'M| “[Asdol "1Asd11 14M] 
¡MAs|  1Aptol — 141M] ¡Más! 142M1 _ 
¡[Asdel “14,411 142M] 14,M| |MAx] 


=141. Por ende, los puntos L, N y K se en- 
cuentran en una recta. Se podría, en corres- 
pondencia con la observación a los proble- 
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mas 1144 y II45, examinar en vez de 
¡A1L] AL 
¡LAST > LA; * etc. En 
este caso, el producto de las razones corres- 
pondientes será igual a (—41). 

11.67. El lugar geométrico de puntos bus- 
cado consta de dos rectas que pasan por el 
punto simétrico al punto A con respecto a la 
recta l, y que forman ángulos de 60% con la 
recta 1. 

11.68. El conjunto buscado es el arco BC 
de la circunferencia circunscrita alrededor del 
AA BC, siendo aquél correspondiente al ángulo 
central de 120". 

11.69. Si N es el punto de intersección de 








etc., las relaciones 








las rectas PQ y AB, entonces a = 
= 0 ar es decir, N es un punto 


fijo. El conjunto buscado es una circunferen- 
cia con diámetro CV. Si ahora M es el punto 
fijo, entonces D se halla en la recta paralela a 
la recta MN que pasa por tal punto fijo £ 
en la recta AB, para el cual IA a 

a |LB| [EN]? 
además, £ está dispuesto respecto al segmento 
AB del mismo modo que N respecto al seg- 
mento AC. 


11.70. Designemos conq el ángulo entre 
BD y AC; Sarx=31AK] -«|PD]| sen y, Sgpe= 
== +1BP| -|DC| sen 9=>+ [BP | - [4D] sen q. 
Puesto que Sipx=Sppc, entonces JAK]| x 


; AK PD 
x |PD|=/|BP|-|AD| o bien EI BP = 
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= 1, pero según el teorema de Menelao para 
A BDK (véase el problema 11.45) 0) x 
X E . ES =1 (M es el punto de inter- 
sección de AP y BXK), por consiguiente, 
¡BM| =|MK'], es decir, el lugar geométrico de 
puntos buscado es la línea media del AABC, 
paralela al lado AC (pero si los puntos P y K 
se toman en las rectas AC y BD, obtenemos la 
recta paralela al lado AC, que pasa por los 
puntos medios de los segmentos AB y BC). 

11.71. Sea C el vértice del ángulo dado; f, 
su magnitud. Bajemos desde O las perpendicu- 














Fig. 17 


lares OK y OL sobre los lados del ángulo 
(fig. 17, a). Alrededor del cuadrilátero OKA M 
se puede circunscribir una circunferencia. Por 
consiguiente, ZKMO = /KA0. De manera 
análoga, Z¿0OML = ZOBL. Por lo tanto, 
Z¿KML = ZKAO + ZOBL = au + Pf, es de- 
cir, M se halla en el arco de la circunferencia 
que pasa por K y L y contiene el ángulo a + 
+ fP; además, todos los puntos de este arco 
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pertenecen a nuestro conjunto. Si a < f, en- 
tonces con esto se agota nuestro conjunto. Pero 
si a > f, se agregan los puntos M por el otro 
lado de la recta KL£, para los cuales / KML = 
= a — P (fig. 17, 6); además, será un conjunto 
de puntos el par de arcos, cuyos extremos se de- 
terminarán pór las posiciones límites del ángu- 
lo AOB. Si los rayos del ángulo inmóvil f y 
del móvil a se prolongan, o sea, en vez de los 
ángulos se examinan pares de rectas, el con- 
junto buscado será un par de circunferencias 
(que contienen ambos arcos, de los cuales he- 
mos hablado antes). 

11.72. Examinemos el cuadrilátero DEPM, 
¿DEM = ZDPM = 90%, por consiguiente, 
este cuadrilátero es inscrito. Por lo tanto, 
ZDME = ZDPE = 45”. El lugar geométri- 
co de puntos buscado es la recta DC. 

11.73. Examinemos el caso, en que el pun- 
to B se halla en el interior del ángulo dado. 
En primer lugar, notemos que todos los 
ABCD (fig. 18) que se obtienen, son semejan- 
tes entre sí, puesto que 4 BCD = BMD, 
ZBDC = ZBMC. Por eso, si N es el punto 
medio de CD, los ángulos BNC y BND serán 
constantes. Circunscribamos alrededor del 
ABNC una circunferencia. Sea K el segundo 
punto de intersección de esta circunferencia 
con MC. Puesto que Z BKM = 180" — ZBNC, 
el punto K resulta fijo. De manera análoga será 
fijo el punto L que es el segundo punto de in- 
tersección de la circunferencia circunscrita al- 
rededor del ABND con la recta MD. Además, 
ZLNK = ZLNB + ZBNK = 180” — 

— ZBDM + ZBCK =180", es decir, N se 
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halla en la recta LK. El conjunto de puntos N 
es el segmento LK y el lugar geométrico de 
centros de masas del AMCD será el segmento 
paralelo a aquél que divide MX en razón de 





Fig. 18 


2:1 (se obtiene con ayuda de la homotecia con 
el centro en M y la razón 2/3). 

11.74. Si O es el vértice del ángulo y ABCD 
es un rectángulo (4 es fijo), los puntos A, B, 
C, D, O se hallan en una circunferencia. Por 
consiguiente, ZC0OA = 90", es decir, el punto 
C se encuentra en la recta perpendicular a OA, 
que pasa por O. 

11.75. Notemos que todos los triángulos 
ABC que se obtienen, son semejantes entre sí. 
Por consiguiente, si en cada triángulo se toma 
el punto X que divide el lado BC en una mis- 
ima razón, puesto que / A KC conserva el valor 
constante, el punto K describirá una circun- 
ferencia. Por lo tanto, el punto M que divide 
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AK en razón constante, también circunscri- 
birá una circunferencia que se obtiene de la 
anterior con ayuda de la homotecia con el 
centro en el punto A y la razón k = | AM |/ 
/|AK |. Este razonamiento se emplea en todos 
los puntos: a), b) y c). 

11.76. Sea K el punto medio de AB y M, 
el pie de la perpendicular bajada desde X 
sobre AC. Todos los triángulos AKM son seme- 
jantes entre sí (por dos ángulos), por consi- 
guiente, lo serán también todos los triángulos 
ABM. De este modo es fácil obtener que el lu- 
gar geométrico de puntos buscado sea la cir- 
cunferencia con cuerda BC; además, los án- 
gulos que se apoyan sobre esta cuerda, son 
iguales al ángulo AMB o al complementario a 
éste. (El arco menor de esta circunferencia 
está dispuesto al mismo lado de BC que el 
arco menor de la circunferencia de partida.) 

11.77. Si M, N, L y K son puntos dados 
(M y ÑN se hallan en lados opuestos del rec- 





Fig. 19 


tángulo, L y K, también), P es el punto 
medio de MN, Q es el punto medio de K£, O 
es el punto de intersección de las diagonales 
del rectángulo (fig. 19), entonces ZPOQ = 90. 
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Por consiguiente, el punto geométrico de pun- 
tos buscado será la circunferencia construida 
sobre PQ como sobre el diámetro. 


11.78. Designemos los radios de las cir- 
cunferencias dadas por R y r (R > rj), el punto 
de tangencia de la cuerda BC con la circunfe- 
rencia menor, por D; sean K y L los puntos de 
intersección de las cuerdas AC y AB con la 
circunferencia menor y, por fin, O, el centro 
de la circunferencia inscrita en el A4BC. 
Puesto que las dimensiones angulares de los 
arcos AK y AC son iguales, entonces 
PAK | = rx, |4C |= Rza; de aquí 
obtenemos |DC 1]? = | AC |-| CK | = 
=(R—r) Ra?. En forma análoga | 4AB| =Ry, 
[DB|2 = (R — r)Ry? por consiguiente, 


¡CA === Er es decir, AD es la bisec- 





DB] y 
triz del ángulo BAC. A continuación tene- 
mos: 1401___14C1_____ Re =V R 

- JOD| [CD| V(R—r) Rz R—r' 


De este modo, el lugar geométrico de puntos 
buscado será la circunferencia tangente por 
interior a las dos dadas en el mismo punto 
AO] ryR 
AD] YR4+yR—=r 
11.79. Sean O, y O, los centros de las cir- 
cunferencias dadas, la recta 0,0, corta las 
circunferencias en los puntos A, B, C, D (su- 
cesivamente). Examinemos dos casos. 
a) El rectángulo KLMN está dispuesto de 
: tal manera que los vértices opuestos K, M 
se hallan en una circunferencia y £ y N, en 
la otra. En este caso, si P es el punto de inter- 


A, con el radio p=r 
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sección de las diagonales (fig. 20, a), entonces 
OP P— 10,P P =(10,K P — | KP |) — 
— (10,L P — | £P [') = J0,K * — 

— | 0,L |? = Ri — R;, donde R, y R, son los 
radios de las circunferencias, es decir, el punto 





Fig. 20 


. P se halla en la cuerda común de las circun- 


ferencias; además, se excluyen el punto medio 
de la cuerda común y sus extremos, puesto que 
en este caso el rectángulo degenera. 

b) Dos vértices vecinos del rectángulo 
KLMN se hallan en una circunferencia y los 
otros dos, en la otra. Puesto que las perpendi- 
culares bajadas desde O, sobre KN y desde O, 
sobre LM deben dividirlos por la mitad, la 
recta 0,0, es el eje de simetría del rectángulo 
KLMN. 

Sea que R¿< R, y el radio O,£L forma el 
ángulo q con la línea de centros. 'Pracemos por 
L la recta paralela a 0,0,. Esta recta cortará 
la circunferencia O, en dos puntos K, y K, 
y al punto L le corresponderán dos rectángu- - 
los: K,LMN, y K¿LMN, (fig. 20, b). Al variar 
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q desde O hasta 1/2, el ángulo y formado por el 
radio 0O,K, y el rayo 0,0, cambia desde 0 
hasta cierto valor wo; al seguir variando q 
(desde 1/2 hasta nm) y disminuye desde v, 
hasta 0. En este caso los centros de los rectán- 
gulos K,LMN, trazarán un segmento desde el 
punto medio de CD hasta el punto medio de 
BC, excluyendo los puntos extremos y el punto 
de intersección de este segmento con la cuerda 
común. De manera análoga, los centros de los 
rectángulos K,LMN, llenarán el intervalo con 
los extremos en los puntos medios de AB y 
AD (los extremos del intervalo no forman par- 
te de nuestro lugar geométrico de puntos). 

Si los tres vértices del rectángulo y, por 
consiguiente, también el cuarto se hallan en 
una circunferencia, el centro del rectángulo 
coincide con el centro de la circunferencia co- 
rrespondiente. 

De esta manera, el lugar geométrico de pun- 
tos buscado es la unión de tres intervalos: los 
extremos del primero son los puntos medios de 
AB y AD, los extremos del segundo son los 
puntos medios de BC y CD, los extremos del 
tercero son los puntos de intersección de las 
.circunferencias. Al mismo tiempo se pd 
el punto medio de la cuerda común. 
11.80. Si B y C son los puntos primero y 
segundo de reflexión, O es el centro, entonces 
BO es la bisectriz del ángulo CBA. El trayecto 
de la bola es simétrico respecto al diámetro 
que contiene C, por eso 4 se halla en este diá- 
metro. Si BCO = ZCBO = q, entonces 
ZLABO = q, £BOA = 2q; aplicando el o 
Tema de los senos al AABO (| BO | = 
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a 


R 
| OA | = a), obtenemos: sen 39 = Sen y de 
R— 


donde cos 2q = =— y cuando a >> se 


puede encontrar «q. Respuesta: los puntos dis- 
puestos fuera de la circunferencia: del radio 
R/3 con el centro en el centro de la mesa de 
billar. 

11.81. El lugar geométrico de puntos bus- 
cado son dos rectas perpendiculares a las rec- 
tas dadas. 

11.82. Si la recta AB no es paralela a /, 
existen dos circunferencias que pasan por A y 
B y son tangentes a l. Supongamos que sus cen- 
tros son O, y O,. El lugar geométrico de pun- 
tos buscado es la recta 0,0,, excluyendo el in- 
tervalo (0,0,). Si AB es paralela a 1, el lugar 
geométrico de puntos buscado consta de un 
rayo perpendicular a 1. 

11.83. a) Sea A (fig. 21) el vértice de cierto 
triángulo. Prolonguemos el segmento AM más 


allá de M en la magnitud | MN | = > |AM |. 


El punto N es el punto medio del lado opuesto 
al vértice A, por consiguiente, NV ha de si- 
tuarse en el interior de la circunferencia cir- 
cunscrita, es decir, en el interior de la circun- 
ferencia con el centro en O y el radio | OA |. 
Bajemos desde” O la” perpendicular OR sobre 
AN. Debe cumplirse la desigualdad | AR | > 
> |RN |. Si ZAMO > 90”, esta desigualdad 
se cumple automáticamente. Pero si ZAMO < 
< 90%, entonces | AM |] — | MR | >|MN.|+ 


+ |MR|>|4M|->3 14M | > 
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>2]|MR|=> |4M | >4] MR |. Empero R 
se halla en la circunferencia a con el diámetro 
OM, por lo tanto A debe estar fuera de la cir- 
cunferencia homotética a la circunferencia a 
con la razón 4 y el centro de homotecia en M. 





Fig. 21 


Luego, el punto NV no debe estar en la circun- 
ferencia a, puesto que, en caso contrario el 
lado del triángulo, cuyo punto medio es N, 
siendo perpendicular a ON, se hallaría en la 
recta AN, es decir, todos los vértices del tri- 
ángulo se encontrarían en una recta. Por con- 
siguiente A no debe disponerse en la circun- 
ferencia homotética a a con el centro de ho- 
motecia M y la razón igual a —2. De esta 
manera, si en la recta OM tomamos sucesiva- 
mente los puntos L y K de tal modo que 
IL0|:|0M]:]MK|=3:1:2, y cons- 
truimos sobre LM como sobre diámetro la 
circunferencia /, sobre MK, la circunferencia 2, 
serán lugar geométrico de puntos buscado todos 
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los puntos fuera de la circunferencia 7, exclu- 
yendo los de la circunferencia 2, menos el punto 
K (el punto K forma parte de nuestro lugar geo- 
métrico de puntos). 

b) Si O es el centro del círculo circunscrito, 
M es el centro de masas del triángulo, enton- 
ces K (véase el punto a)) será el punto de inter- 
sección de las alturas del triángulo (véase el 
problema 1.20). Pero para el triángulo obtusán- 
gulo la distancia desde el centro del círculo 
circunscrito hasta el punto de intersección de 
las alturas es mayor que el radio del círculo 
circunscrito. Por consiguiente, los vértices del 
triángulo obtusángulo se encuentran en el in- 
terior de la circunferencia 4 construida sobre 
LK como sobre diámetro, fuera de la circunfe- 
rencia 71 y excluyendo los puntos de la cir- 
cunferencia 2 (además, los vértices de los 
ángulos obtusos se hallan en el interior de la 
circunferencia 2). 





Fig. 22 


11.84. Sea ABC (fig. 22) el rectángulo re- 
gular de partida; 4,8,C,, un triángulo arbi- 
trario, en el cual A,C, || AC, A1B, 114B, O 
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es el centro del círculo, O, es el punto de in- 
tersección de las alturas del A4,B,C,. Sea 
que BOB, = q. Puesto que O,B, || OB, en- 
tonces 0B,0, = q; dado que /C,0,B, = 
= /C¡0B, = 120”, resulta que el cuadrilá- 
tero C¡0,0B, está inscrito en cierta circunfe- 
rencia y, por lo tanto, /0,0C, = /0,B,C, = 
= 30” — q. De esta manera, £0,0B = q + 
+ 120% + 30” — q = 1507, es decir, la recta 
OO, es paralela a CB. Para determinar cuán 
lejos puede «apartarse» el punto O, de esta 
recta, notemos que para determinar la posición 
del punto O, hay que trazar por el punto 
variable B, una recta paralela a OB hasta que 
se interseque con la recta que pasa por O pa- 
ralelamente a CB. Es evidente que los puntos 
- más alejados se obtendrán para los extremos 
del diámetro perpendicular a OB. Conque, MN 
será parte de nuestro lugar geométrico de pun- 
tos, o sea, un segmento de la recta parale- 
la a CB, con longitud igual a 4R y el punto 
medio en O, mientras que serán todo el lugar 
geométrico de puntos tres segmentos semejan- 
tes (se excluyen los extremos de los seg entos). 

11.85. Si ABC (fig. 23) es el triángulo dado 
y el vértice del rectángulo circunscrito AKLM 
coincide con 4 (B se encuentra en KL; C, en 
LM), entonces L pertenece a la semicircunfe- 
rencia con diámetro BC; además, los ángulos 
ABL y ACL son obtusos, es decir, L puede 
tener dos posiciones extremas: L, y Lo, 
ZL¡CA = ZL¿BA = 90”; el centro O descri- 
- birá un arco, homotético al arco £,L,, con el 
centro de homotecia en A y la razón 1/2. 
Respuesta: si el triángulo es acutángulo, el 
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conjunto buscado es un triángulo curvilíneo, 
formado por los arcos de las semicircunferencias 
construidas sobre las líneas medias como 
sobre diámetros y dirigidas al interior del tri- 
ángulo de las líneas medias; pero si el trián- 
gulo no es acutángulo, el conjunto buscado 





está formado por dos arcos de las semicircunfe- 
rencias construidas de la misma manera sobre 
dos líneas medias menores. 

11.86. Si el primer cuadrado (fig. 24) gira 
alrededor del punto M en 60" en sentido de las 
agujas del reloj o en sentido contrario, el mis- 
mo debe caber por completo en el interior del 
segundo. Inversamente, a cada cuadrado dis- 
puesto en el interior del mayor, siendo aquél 
igual al menor, cuyos lados forman ángulos de 
30” y 60% con los lados del mayor, le corres- 
ponde el punto M que posee la propiedad nece- 
saria. (En la figura este cuadrado se designa 
con la línea de trazos.) Este punto será el 
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centro de giro a 60?, que hace pasar el cuadra- 
do ABCD al cuadrado 4,B,C,D,; se puede 
obtenerlo a partir del O,, girando en dirección 
necesaria alrededor de O en 60%. Examinemos 
las posiciones extremas de los cuadrados 
A,B,C,D, (cuando dos vértices están en los 





¡Fig. 24 


lados del cuadrado mayor). Sus centros sirven 
de vértices para el cuadrado K£RN, cuyo 
lado, respectivamente, es igual a b — 


— 34 (V3+ 1) (los lados del cuadrado 


KLRN son paralelos a los lados de los cua- 
drados dados, el centro coincide con el centro 
del mayor). Los centros de otra familia de 
cuadrados que forman con los lados del cua- 
drado mayor los ángulos de 30? y 60%, también 
. llenan el cuadrado KLRN. De esta manera, el 
lugar geométrico de puntos buscado está 
formado por la reunión de dos cuadrados, uno 
de los cuales se ha obtenido a partir del cua- 
drado KLRN, girando éste alrededor de O 
en 60% en un sentido, y el otro, girando en 60% 
en sentido contrario. 
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El problema tiene solución, si b > 
> y (V 3 + 1) (los puntos P y O pueden ha- 


llarse en la frontera de sus cuadrados). 

11.87. Semejante punto M es único, o sea, 
es el centro de masas del triángulo (punto de 
intersección de las medianas). Es fácil des- 
cubrir que en este caso para cualquier punto Y 
en la frontera del triángulo como punto P 
puede tomarse uno de los vértices del triángu- 
lo. Tomemos cualquier otro punto M,. Con- 
sideremos que este punto se encuentra en el 
interior o en la frontera del AAMD, donde M 
es el centro de masas del AABC, D es el punto 
medio de AC. Tracemos por M, la recta para- 
lela a BD y como N tomemos el punto de in- 
tersección de esta recta con AD, designando 
con M, el punto de su intersección con AM. 
Es evidente que para cualquier punto P en el 
interior o en la frontera del triángulo el área 
del AM,VP no supera el área de uno de los 
triángulos AM,N, M¿NC, M¿NB. Es evidente 
también que 


Sam < Sano =5S. Luego, si |4D|]= 


S 
=|DC|=a, |IND|=zx, entonces 40€ — 








So 
_|MN | n= a 
¡MDI (DC Si. Por fin, 

_ IMAN | |ND|_ 6-as 

=TMDV TADy = 2 


11.88. Si 4, B, eN son los ángulos del 
o los ángulos del AABI son iguales a 


5 5 90* +5 (fig. 25); por consiguiente, 
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el lugar geométrico de puntos buscado es un 
par de triángulos, cuyos lados son segmentos 
de rectas, mientras que el tercero es el arco 





Fig. 25 


que es parte del segmento construido en Al, 
el cual contiene el ángulo «a/2. 

11.89. Levantemos en el punto M la per- 
pendicular respecto a BM; sea P el punto de 
intersección de esta perpendicular con la per- 
pendicular levantada en el punto B hacia la 
recta de partida. Mostremos que la magnitud 
| PB | es constante. Sea que ZMBC = q; de- 
signemos con K y L los pies de las perpendicu- 
lares bajadas desde A y C sobre MB. Según 
el planteamiento, 


¡LME y EME pero [LG[=1BC| sen, 


|KA| EC | 
¡AK]| =|BA] sen q. Por lo tanto, ALE de 
o 
| LM | e |IBM|>+| 
UNE TA ETA iy —|BA|senq En 
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Al sar + 
A 
=TBALFIBCT' lo que había que demostrar. 


Por consiguiente, el lugar geométrico de: 
puntos buscado son dos circunferencias tan- 
gentes a la recta AC en el punto B, con 
k|BA|-1 BC] 
|BA|+41BC]|* 

11.90. Prolonguemos AQ más allá del pun- 
to O y tomemos en este rayo el punto M de 


manera que |QM | = > | 40 |, y el punto 


A, de tal modo que | MA, | = |4M |; M es 
el punto medio del lado BC del triángulo ABC; 
 ZCBA, = ZBCA, ZABA, = 180” — 
— ZBAC. 

Por consiguiente, si sobre AM, MA, y AA, 
construimos circunferencias como sobre diá- 
metros, el lugar geométrico de puntos buscado 
estará formado por los puntos dispuestos fuera 
de las primeras dos circunferencias y en el in- 
terior de la tercera circunferencia. 

11.91. Examínense los 4 casos: el triángulo 
ABC es acutángulo; uno de los ángulos A, B 
o C es obtuso. En todos los casos se puede ex- 
presar las magnitudes de los ángulos del tri- 
ángulo ABH por medio de los ángulos del trián- 
gulo ABC. 

11.92. Si los extremos de los rayos no coin- 
ciden, el lugar geométrico de puntos buscado 
está formado por partes de las líneas siguien- 
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diámetros iguales a 


tes: las bisectrices de dos ángulos formados por 
las rectas que contienen los rayos dados, la 
mediatriz hacia el segmento que une los extre- 
mos de los rayos, y dos parábolas (parábola es 
el lugar geométrico de puntos equidistantes 
del punto dado y de la recta dada). Si los extre- 
mos de rayos coinciden, el lugar geométrico de 
puntos buscado consta de la bisectriz del ángulo 
formado por los rayos, y de una parte del pla- 
no en el interior del ángulo originado por las 
perpendiculares levantadas en los extremos de 
los rayos. 

11.93. Sea A el vértice del ángulo. Se pue- 
de demostrar que el centro de la circunferen- 
cia circunscrita alrededor del AMON, coin- 
cide con el punto de intersección de la bisec- 
triz AO y de la circunferencia circunscrita 
alrededor del AMN. Sea q la magnitud del 
ángulo; r, el radio de la circunferencia; K, el 
punto medio de 40. Tomemos en la bisectriz 
AO los puntos L y P de manera que 


ALL =—— + VAP1= 
sen > (1+sen 5) 
r rio 

O IRIARTE El lugar geométrico 
sen) sen +) 
de puntos buscado consta del segmento KE 
(al mismo tiempo K no forma parte de este 
conjunto y L sí) y del rayo que yace en la bi- 

sectriz, con el origen en P. 

11.94. Designemos: O,, O, son los centros 
de circunferencias; r,, rz, sus radios, M es el 
punto medio de 4B, O, el punto medio de 
0,0,. Tenemos (según la fórmula de la longi- 
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tud de la mediana, problema 1.11) | 0,M |? = 
=7 (05 +210,B P— |AB [), 0,M P= 


= + (28 + 210,4 P— |4B |), 
10,B P.= 5 (10,0, Y +4|0B |? — 213), 
[0,4 P=% (10,0, P.+4/04 P— 212). 


De esta manera, |0O,M |? — |0,M ? = Y — 
— ri, es decir (problema 11.1), los puntos M 
están dispuestos en la perpendicular trazada 
hacia 0,0,. Si las circunferencias de radios 
diferentes no se intersecan, el lugar geométrico 
de puntos buscado consta de dos segmentos 
que se obtienen de la manera siguiente: en el 
segmento con los extremos en los puntos me- 
dios de las tangentes exteriores comunes hay 
que eliminar los puntos, dispuestos entre los 
puntos medios de las tangentes interiores co- 
munes (si M es el punto del segmento con los 
extremos en los puntos medios de las tangen- 
tes interiores comunes, la recta que pasa por M 
perpendicularmente a OM, no corta las cir- 
cunferencias). En los demás casos (las circun- 
ferencias se intersecan o son iguales) el lugar 
geométrico de puntos buscado es todo el seg- 
mento con los extremos en los puntos medios 
de las tangentes exteriores comunes. 

11.95. a) Puesto que ZFNB = 90", 
Z2CNM.= 135, ZFNM = 45” (supongamos 
que | AM | >| MB )), entonces ZFNC = 90? 
y C, N y B se hallan en una recta, etc. 

b) Examinemos el triángulo rectángulo isós- 
celes ABK con la hipotenusa AB (K está 
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por el otro lado de AB que los cuadrados). El 
cuadrilátero AN BK es inscrito, por consiguien- 
te, ZANK = ZABK = 45”, es decir, NK 
pasa por M. 

El lugar geométrico de puntos buscado es la 
línea media del triángulo AL£B, donde L es el 
punto simétrico al punto K con respecto a AB. 

11.96. Sea N el punto de intersección de la 
'mediatriz y de la tangente; O, el centro 
de la circunferencia; R, su radio. Tenemos: 
JON PP — |]N4AP = RP + |MN P — 
— |NA [? = R?. De esta manera, el lugar geo- 
métrico de puntos buscado es la recta perpen- 
dicular a OA (problema 11.1). 

11.97. Si O, y O, son los centros de las cir- 
cunferencias dadas, Q, y Q, son los centros de 
las circunferencias circunscritas alrededor de 
los triángulos ABC, y AB,C, entonces 
0,0,0,0, es un paralelogramo. La recta Q,0Q, 
pasa por el punto medio del segmento 0,0, 
(punto D). El segundo punto de intersección 
de las circunferencias circunscritas alrededor 
de los triángulos ABC, y AB,C es simétrica al 
punto A respecto a la recta Q,0,. El lugar 
geométrico de puntos buscado es la circunfe- 
rencia con el centro en el punto D y el radio 
PAD |. 

11.98. Sean O, y O, los centros de las cir- 
cunferencias dadas; r, y r,, sus radios. Vea- 
mos dos triángulos rectángulos isósceles con 
la hipotenusa 0,0): 0,00 y 0,00”. El lu- 
gar geométrico de puntos buscado son dos ani- 
Mos con centros los O y O* y los radios: exterior 


e (r, +52) e interior pa | r, — r¿]. De- 
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mostrémoslo. Sea M un punto en la circun- 
ferencia O,; N, en la circunferencia O,. Si M 
es fijo y N recorre la segunda circunferencia, 
los vértices de los ángulos rectos de los trián- 
gulos rectángulos isósceles describen dos cir- 
cunferencias de radio Y? ra que se obtienen a 
partir de la circunferencia O, girando alrede- 
dor de M a un ángulo de 45” (en un sentido y 
en otro) mediante la homotecia ulterior con el 
centro en M y la razón Y 2/2. Sea O y, el cen- 
tro de una de estas circunferencias. El punto 
O y se ha obtenido a partir de O, girando alre- 
dedor de M en el sentido correspondiente y 
mediante la homotecia con el centro M y la 
razón Y 2/2. Pero O y, puede obtenerse median- 
te el giro correspondiente y la homotecia con 
el centro O,. Por consiguiente, cuando M des- 
cribe la circunferencia O,, O», describe una 


circunferencia de sodio r, con el centro 


2 
en O u O”, 


11.99. La unión de tres paralelogramos cons- 
truidos es un paralelogramo circunscrito al- 
rededor del triángulo dado, dividido en cuatro 
menores. No es difícil expresar las razones, en 
las cuales cada una de las diagonales examina- 
das se divide por otra diagonal, por medio de 
los segmentos de lados del paralelogramo 
mayor. 

Si los paralelogramos son rectángulos, tras- 
ladando paralelamente dos de las tres diagona- 
les examinadas, formemos con éstas un trián- 
gulo igual al dado; pero esto significa que los 
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ángulos entre éstas son iguales a los ángulos 
correspondientes del triángulo o bien comple- 
mentan éstos hasta 180”. El lugar geométrico 
de puntos buscado es la circunferencia que 
pasa por los puntos medios de los lados del 
triángulo dado. 

¡AM| 


11.100.  Demostremos que ¡ADV 


= | cos Z BAC |, donde D es el punto de in- 
tersección de 4 M con la circunferencia. Sea O 
el centro de la circunferencia; P, el punto me- 
dio de BC; K, el punto medio de 4524. Los 
triángulos DOA y MKA son semejantes. 
Por consiguiente pual < Ab PL 
?  JAD|] ¡DO| ¡OB| 
= | cos ZBAC |. El lugar geométrico de pun- 
tos buscado está formado por dos arcos que 
pertenecen a dos circunferencias diferentes. 


11.101. Supongamos que B, y C, son los 
puntos medios de los lados AC y AB; BB, y 
CC, son las alturas, X es el punto medio de 
DE (fig. 26), GK y C¿N son perpendiculares a 
AB, BM es perpendicular a AC. Entonces, 
[ML] ¡GC |KP| DC da úl 








ANM| —— [Col ICACil > |BC] 
-tima igualdad se deduce de la semejanza 
de los triángulos DCE y ABC; K, P y Co, C, 
“son los puntos correspondientes en estos tri- 
“Angulos). Precisamente de la misma manera la 
mediatriz trazada hacia DF corta MN en el 
[NE] _ 1BD| 
INM] ¡BC! ” 
los puntos L y £;, coinciden. 

El lugar geométrico de puntos buscado es 
la recta MN. 








es decir, 





punto £, tal que 
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11.102. Es evidente que cualquier punto de 
cualquier altura del triángulo ABC pertenece 
al lugar geométrico de puntos buscado. Mostre- 
mos que no hay otros puntos. Tomemos el pun- 
to M que no se halla en las alturas del trián- 
gulo ABC. Supongamos que la recta BM corta 





Fig. 26 


las alturas bajadas desde los vértices A y C en 
los puntos M, y M,, respectivamente. Si para 
los tres puntos M,, Mo, y M se cumpliese la 
condición del problema, tendrían lugar las 
igualdades L£¿MAM, = £MCM,, LMAM, = 
= £LMCM, y los cinco puntos A, M, M,, M, 
y el punto C, simétrico a C respecto a la recta 
BM, se hallarían en una circunferencia, lo 
que es imposible. 

11.103. Notemos que, si por M pasa cual- 
quier recta | que posee la propiedad necesaria, 
existe la recta l, que pasa por M y algún vér- 
tice del triángulo, o bien la recta !l, que pasa 
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por M perpendicularmente a algún lado del 
triángulo, que posee esta misma propiedad. 
En efecto, supongamos que la recta 1 corta los 
lados AB y CB del triángulo ABC en los pun- 
tos Cy y Ay y el punto B,, simétrico a B con 
respecto a l, se encuentra en el interior del 
AABC. Hagamos girar l alrededor de M de 
tal manera que B, se aproxime por el arco de 
la circunferencia correspondiente hacia AB 
o BC hasta que el punto C, o B, coincida con 
el vértice C o A (obtenemos la recta 1,), o B, 
quede sobre el lado correspondiente (obtendre- 
mos la recta l,). Designemos con a el con- 
junto de los puntos de nuestro triángulo dis- 
puestos en el interior del cuadrilátero limitado 
por las bisectrices, trazadas hacia los lados 
menor y mayor del triángulo, y las perpendi- 
culares levantadas hacia los lados menor y 
mayor en sus puntos medios. (Si el triángulo 
dado es isósceles, entonces a es vacío. En todos 
los demás casos a; es un cuadrilátero o un pen- 
tágono). El lugar geométrico de puntos bus- 
cado consta de todos los puntos del triángulo, 
excluyendo los puntos interiores de «. 
11.105. Tenemos: IMBP = a + 
+«c«?cos?A = a? + c?—c? sen? 4 = a? + 
+ c? — a? sen? C = c? + a? cos? C= | NB Y. 
11.107. Demuéstrese que el punto simétri- 
co al punto de intersección de las alturas del 
triángulo respecto al lado del triángulo, se 
halla en la circunferencia circunscrita. 
11.109. Supongamos que A es el punto de 
intersección de las alturas del triángulo ABC; 
AD es la altura, K, L, M, ÑN son las proyeccio- 
nes de D sobre AC, CH, HB y BA, respectiva- 
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mente. Aprovéchese que K y L£ se hallan en la 
circunferencia con diámetro CD; L y M, en la 
circunferencia con diámetro AD; M y ÑN, en 
la circunferencia con diámetro DB. 


11.111. Demuéstrese que el radio de la cir- 
cunferencia circunscrita alrededor del trián- 
gulo examinado es igual al radio de las cir- 
cunferencias dadas y estas circunferencias son 
simétricas a la circunferencia circunscrita res- 
pecto a los lados del triángulo. 


11.112. Supongamos que ABCD es el rec- 
tángulo dado; K, L, M y ÑN se hallan en las 
rectas AB, BC, CD y DA, respectivamente; 
P, es el segundo punto de intersección de la 
recta LN con la circunferencia circunscrita 
alrededor de ABCD (el primer punto es P). 
Entonces, BP, || KN, P,-D | LM y ZBP,D = 
= 90%. Por lo tanto, KN 1 LM. Además, 
LN 1 KM; de esta manera, N es el punto de 
intersección de las alturas del AKLM. Ahora, 
para concretar, supongamos que L y N se 
encuentran en los lados BC y DA. Designe- 
mos JAB|=a, |BC]|=b, |KP|=zx, 
|PN | = y. La recta KN divide BD en la ra- 
zÓn a , contando a partir del vértice B. 
En la misma razón también la recta LM di- 
vidirá BD. 

11.113. Los segmentos |4P |, |BQO | y 
| CR | pueden expresarse por medio de los 
lados del triángulo, por ejemplo: |AP | = 

bc 
bae” 
11.114. Sea M el punto medio de AD. 
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Compruébese que |BF |? + |FMP = 
= | BM ?. 

11.115. Trácese por D la recta perpendicu- 
lar a la bisectriz del ángulo 4, desígnese los 
puntos de su intersección con AB y AC por K 





y M y demuéstrese que | 4K | =|4M | = 
= E, Puesto que |4C,|=|4B,|= 
A | AC | = | BC, | = p (p es el se- 


miperímetro del AABC; a, b, c son sus lados), 
los puntos K y M serán los puntos medios de 
los segmentos C,C, y B,B,. 

11.116. Demuéstrese que l forma con AD 
los mismos ángulos que la recta BC tangente a 
nuestra circunferencia. De aquí se deduce que 
otra tangente a la circunferencia que pasa por 
D, será paralela a 1. 

11.117. Construyamos una circunferencia 
tangente a las rectas MN, AC y BC, de mane- 
ra que los puntos de tangencia P y Q con las 
rectas AC y BC se hallen fuera de los seg- 
mentos CM y CN (esto será la circunferencia 
exinscrita en el triángulo MCN). Si R es el 
punto de tangencia de MN con la circunferen- 
cia, entonces |MP| = |MR |, |NO | = 
= |NR |], por consiguiente, |MN| = 
= |MP|+|NOQ |; pero, según el plantea- 
miento, | MN | =|MA |+|NB |. De esta 
manera, uno de los puntos P o O se encuentra 
en el lado correspondiente, mientras que 
el otro, en la prolongación. Además, 


[CP | =1CQ1=% (ICP | + 1CQ |) = 
= 7 (1AC 1 + | CB |), es decir, la circunfe- 
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rencia construida es constante para todas las 
rectas. 

11.118. Si O es el centro del círculo cir- 
cunscrito alrededor del AABC, D es el punto 
medio de CB, H, el punto de intersección de 
las alturas, L, el punto medio de A 7P, enton- 
ces JAL | = |0D |] y, puesto que AL || OD, 
resulta que OL divide AD por la mitad, es decir, 
L es simétrico a O respecto al punto medio de. 
AD. 

11.119. Sea BD la altura del triángulo; 
además, | BD | = RV 2, donde R es el radio 
del círculo circunscrito, K y M son los pies de 
las perpendiculares bajadas desde D sobre 4B 
y BC, O es el centro del círculo circunscrito. 
Si el ángulo C es agudo, entonces / KBO = 
= 90 — /C. Puesto que el cuadrilátero 
BMDK es inscrito, por consiguiente, 
Z¿MKD = £DBM = 90 — ZC. Por lo tan- 
to, ZMKB = 180? — 90” — (90 — ZC) = 
= ZC; por consecuencia, BO | KM. Pero 


Sexm = y 1 BD |? sen A sen B sen C = 


= R? sen A sen Psen C = 5S ano: (Usamos 


la fórmula S = 2R?sen A sen B sen C.) Si 
h, es la altura del ABKM trazada desde el 


vértice B, entonces 75 == FAC] X 


4 
Xx |BD| = Sm = y |KM| hy 
== S |BD |h, sen B, por lo tanto, h, = 
REO Lia NOA R; tomando en consideración 
2 sen B 


266 


que BO 1 KM, obtenemos que el punto O se 
halla en KM. 

11.120. Notemos que el AADK es seme- 
jante all AABK, puesto que | AK |? = 
= | AC |? =|AD|-| AB |. Si O es el centro 
de la circunferencia circunscrita alrededor del 
AABK, entonces ZOAD + ZADK = 90 — 
— LAKB + ZADK = 90” (se supuso que 
ZAKB es agudo; si ZAKB es obtuso, los ra- 
zonamientos son análogos). 

11.121. Demuéstrese que la recta paralela 
a BC, la cual pasa por E, divide la bisectriz 
del ángulo A en la misma razón, en la que di- 
vide a aquélla la bisectriz del ángulo C. 

11.122. Si O es el vértice del ángulo, A 
es un punto tomado en la bisectriz, B, y B, 
son los puntos de intersección de los lados del 
ángulo con una circunferencia, C, y Ca (B, y 
C, se hallan en un lado) son los puntos de in- 
tersección de otra circunferencia, entonces 
AAB,C, = AAB.C.,. 

11.123. Aprovéchese que la cuerda común 
de dos circunferencias, que pasan por 4, A, y 
B, B,, también pasa por D (problema 11.18). 

11.125. Si O es el centro de la circunferen- 
cia circunscrita alrededor del AAMB, enton- 
ces ZMAB = 90” — ZOMB = ZBMC — 
— 180”. Precisamente tal será también / MAC. 

11.126. No es difícil: demostrar que las cir- 
cunferencias examinadas se intersecan en un 
punto. Designémoslo con P. Si los puntos 
están dispuestos como lo muestra la fig. 27, 
LPB.M = 180" — ZBB,P = ZLPC¡B = 
= 180" — LPC,|A = LPB,A = LPA,A = 
= 180” — ZPA¿M, es decir, los puntos P, 
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B,, M y A, se hallan en una circunferencia. 
De la misma manera demostraremos que en 
una circunferencia se encuentran los puntos 
P, B,, M, C, y, por consiguiente, los cinco 





Fig. 27 


puntos P, M, Aj, B,, C, se hallan en una cir- 
cunferencia. 

11.127. Demuéstrese que los lados del tri- 
ángulo 4,B,C, son *paralelos a los lados co- 
rrespondientes del triángulo ABC. 

11.128. Demuéstrese que al desplazar la 
recta KL, el centro de la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor de KLB, describe una lí- 
nea recta. 

11.129. Demuéstrese que el punto de in- 
tersección de cualesquiera dos segmentos los 
divide por la mitad. 

11.130. Si KN es la perpendicular desde 


ES [KN | 
K sobre AB, / CAB=au, entonces TOM] = 
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| AO |—2|0M | sen? L 


_JAK|_|40]-—|KO| _ 30 
VADO] LAO] 7 | AO | E 
[04 

o a Y AQ ISCÓS 
| 40 | —2| 40 | sen ot ODA 
SU CAR da VOB] 


Puesto que ACB y AACD son semejantes, 
de lo antedicho se deduce que KN es igual al 
radio de la circunferencia inscrita en el AACD, 
y como K se halla en la bisectriz del ángulo 
A,.resulta que K es el centro de la circunferen- 
cia inscrita en el AACD. La demostración 
para L es análoga. 

11.131. Designemos por C, y A, los puntos 
medios de AB y BC, B' y A' son los puntos 
de tangencia de la circunferencia inscrita con 
AC y BC. Para concretar, sea que c > b (c y b 
son lados del AABC); entonces la bisectriz 
del ángulo A corta la prolongación de CA; 

08 





en tal punto K que |4,K | = y la 


recta B'A” debe pasar por el mismo punto K 
puesto que los triángulos KA,A”* y A'B'C son 
isósceles, |A'C| = |B'C], |A¡K| = 
= | 4,4” |, 14'4,¡K = Z4A'"CB'. 

11.132. Examinemos el ángulo con el vér- 
tice A. En un lado del ángulo se toman tres 
puntos: B,, Ba, By y en el otro: C,, Ca, Cy. 
Del teorema de Menelao (problema 11.45, ob- 
servación) se deduce que para que las rectas 
B,C,, B2C 2, B¿C¿ se intersequen en un punto, 
es necesario y suficiente el cumplimiento de la 
igualdad 


BB? CA BB, CA (1) 


(las razones se entienden en el sentido indicado 
en la observación). En efecto, si la igualdad (1) 
se cumple, del teorema de Menelao se deduce 
que las rectas BC, y BC¿ cortan el lado 
B,C, del triángulo AB,C, en un punto. 

11.133. Tracemos por A una recta paralela 
a BC y designemos con K y L los puntos de 
su intersección con A,C, y A¡B,, 














. . |KA]|] _ 14C1] 
ON Tenemos: BA TEBA? 
5 LIA 1 ES 

UBA VTA Y según el teorema de Ceva 

|AC1| 1BAy|| | CB; | o 
(problema 11.44) CB TAC TBAT 1 
por lo tanto, | KA | = | AL£ |. Pero si AA, 
es la bisectriz del ángulo K4,L, entonces, por 
cuanto | KA | = | AL |, A4, es perpendicu- 


lar a KL, es decir, AA, es la altura del 
AABC. 


11.134. Supongamos que K es el punto de 
intersección de AA, y BB,, H es el punto de 
intersección de las alturas del triángulo ABC. 
Los puntos A, K, H y B se hallan en una cir- 
cunferencia (los ángulos AKB y AHB son 
iguales o bien en suma dan 180%, según cómo 
estén dispuestos los puntos K y H: por un la- 
do de la recta AB o por ambos). El radio de 
esta circunferencia es igual a R que es el radio 
de la circunferencia circunscrita alrededor del 
AABC. Si q es el ángulo comprendido entre 
AA, y AH, entonces | KH | = 2R sen q. 

11.135. Sea H el punto,de intersección de 
las alturas del' triángulo, A,B,C,. Los puntos 
A,, H, B, y C se hallan en una circunferencia; 
los puntos B,, H, C, y A también se sitúan en 
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una circunferencia; además, los radios de estas 
circunferencias son iguales, los ángulos HB,C 
y HB,A son iguales o bien se completan uno a 
otro hasta 180%. Por consiguiente, | HA | = 
= | HC |. La afirmación inversa no es cierta. 
Para cada punto A, tomado en la recta BC 
existen, como regla, dos triángulos A,B,C, y 
A,B;C; (B, y B; se hallan en AC; C, y C;, en 
AB), los puntos de intersección de cuyas altu- 
ras coinciden con el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del AABC'; además, uno 
de los triángulos es semejante al AABC y el 
otro no. Así, por ejemplo, si ABC es un tri- 
ángulo regular y A, es el punto medio de BC, 
como B, y C, pueden tomarse los puntos me- 
dios de AC y AB y como B; y C;, los puntos 
en las prolongaciones de AC y AB más allá 
deC yB,|CB,|=|CB |, |BC¡1|=|BC 1. 
La afirmación inversa será justa, si se requiere 
que los puntos A,, B, y C, estén dispuestos en 
los lados del AABC y no en sus prolongacio- 
nes. 

11.136. Demostremos que el centro de la 
circunferencia buscada coincide con el orto- 
centro (punto de intersección de las alturas). 
Supongamos que BD es la altura, H es el 
punto de intersección de las alturas, K y L 
son los puntos medios de los segmentos cons- 
truidos que parten del vértice B, | BK | = 
=|BL|=l, M es el punto medio de BD. 
Entonces, | KH |? = | LH [? = | MH [? + 


+ |KMP =P - |BMP + |MH P = 
2 
= 24 |BHP— |BH|-|BD| = R — 
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— |BH |.| AD |. Nos queda demostrar que 
los productos de los segmentos de las alturas, 
en los cuales se divide cada una de ellas por 
su punto de intersección, son iguales. Tracemos 
la altura AZ. En vista de la semejanza del 
ABHE y el AAHD tenemos: | BH || HD | = 
= | AH |-| HE |, lo que se requería. 

11.137. Designemos (fig. 28): | BC | = a, 
[CA | =b, | 4B | =c. Tracemos por el cen- 





Fig. 28 


tro de la circunferencia inscrita las rectas 
paralelas a AB y BC hasta que se intersequen 
con AK y KC en los puntos P y Q; en el tri- 
ángulo OPQ tenemos: ZPOQ = ZABC, 
100 | =p —c, | OP | = p — a, donde p es el 
semiperímetro del AABC. Pero según el 
enunciado /¿NBM = ZABC, |NB|=p — 
—a, |MB|=p —c<c. Por consiguiente, 
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APOO = ANBM. Si en la recta OP se toma 
M, de forma que |OM, | = |00 | y en 0Q, 
el punto N, de modo que |ON, | = | OP |, 
entonces AON,M, = ANBM y los lados co- 
rrespondientes BM y OM,, BN y ON, resulta- 
rán, respectivamente, paralelos. Por lo tanto, 
N,M, || NM. Demostremos que OK 1 N,M,, 
puesto que en el cuadrilátero OPKQ dos ángu- 
los opuestos son rectos, entonces éste es 
inscrito; por consiguiente, ZOKP = Z0QP. 
Luego, ZKOP + ZOM,N, = ZKOP + 
+ 00P = ZKOP + ZOKP = 90” y esto 
significa que OK 1 MN,. 

11.138. Supongamos, para concretar, que P 
se halla en el arco 4C. Los puntos A, M,P, N 
se encuentran en una circunferencia, por con- 
siguiente, ZNMP = ZNAP. De manera aná- 
loga P, M, Q, C se sitúan en una circunferen- 
cia, ZPMQO = 180” — ZPCO = 180” — 
— LPAN = 180" — £PMN. 

11.139. Sea ABC el triángulo dado 
(fig. 29); H, el punto de intersección de sus 
alturas. Notemos que los puntos simétricos a 
H respecto a' sus lados se hallan en la circun- 
Ferencia circunscrita alrededor del triángulo 
BC (véase el problema 11.107). Si H, es el 
junto simétrico a H respecto al lado BC, la 
tecta 1, simétrica a l respecto al mismo lado 
pasa por H,. Al girar l alrededor de A en un 
ngulo p, la recta !, girará alrededor de /1, 
en el ángulo q en el sentido opuesto. Por 
fonsiguiente, si P es el segundo punto de in- 
YTersección de la recta l, con la circunferencia 
tircunscrita, el radio OP (O es el centro de la 
circunferencia circunscrita) girará en el ángu- 
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lo 2q alrededor de O en el sentido correspon- 
diente. Los —_mismos razonamientos valen 
también para dos otras rectas simétricas a l. 
Pero si 1 coincide con alguna altura del tri- 
ángulo, la afirmación del problema es evidente 





Fig. 29 Fig. 30 


(el punto P coincide con el vértice correspon- 
diente del triángulo). Por consiguiente esta 
afirmación siempre es válida. 

11.140. Supongamos que los puntos A, B, 
C y M tienen en el sistema cartesiano 
de coordenadas las coordenadas (1, Yy), 
(La, Ya), (Ls, Ys), (7, Y), respectivamen- 
te; las coordenadas del punto (G son 
E Yrttia) . Entonces, la validez 
de la afirmación que se demuestra, se deduce 


de la igualdad 3(1 AEREO (a — 


1 
a+ (aa) + (02) (0, 19) + 
+ (2, — 23)? + (13 — 2,)?) y de la relación aná- 
loga para las ordenadas. 
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, 


11.141. Examinemos el caso, cuando el 
punto M (fig. 30) se halla en el interior del 
triángulo ABC. Hagamos girar el triángulo 
ABM alrededor de A en el ángulo de 60* de 
manera que B pase a C. Obtenemos el trián- 
gulo AM,C igual al AABM; el AAMM, es 
regular, porconsiguiente, los lados del ACMM, 
son iguales a los segmentos MA, MB, MC. De 
manera análoga obtenemos los puntos M, y 
M;. El área del hexágono AM,CM¿BM, es 
igual al área duplicada del AABC, es decir, 
es igual a a?Y 3/2. Por otra parte, el área de 
este hexágono se forma sumando tres trián- 
gulos regulares: AMM,, CMM,, BMM, 
y tres triángulos iguales al buscado. 
Por eso, 38 + (MAP? +|MB + 


+ | MC |?) LE =0% A Aprovechando el re- 
sultado del problema 11.140, obtenemos: 38 + 
+ (3d? + a) YA = q 3 de donde S = 


4 
_V3 
Ma 
minan los demás casos de disposición del 
punto M. 


11.142. Hágase uso de los resultados de los 
problemas 11.141 y 11.6. El lugar geométrico 
buscado, como regla, consta de una recta y 
una circunferencia. 


11.143. Sea O (fig. 31,a) el centro de la 
circunferencia circunscrita e f, el incentro de 
la inscrita. Bajemos desde O e / las perpendi- 
culares sobre AB y BC: ON, OP, IL, IO. Si a, 
b, c son las longitudes de los lados BC, CA y 


(a? — 3d?). De manera análoga se exa- 
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AB, respectivamente, y p es el semiperímetro 


del AABC, Ed Ac = |Je=—bl, 
IBM|=|a—b|, [BN |=ce/2, | BP |= 
UA Bee lBo =p E 
== cr b |, IPQ|=>31|c—b] (véase 


el problema 1.18). Por Pe si por O 


¿DS 


Fig. 31 


AY 





Yo 


se trazan las rectas paralelas a los lados AB 
y BC hasta que se intersequen con las perpen- 
diculares» bajadas desde /, se obtendrá el 
AORS semejante al ABKM con la razón de 
semejanza 1/2. Pero la circunferencia construi- 
da sobre Ol como sobre diámetro, es circunscri- 
ta para el AORS. Por lo tanto, el radio de 
la circunferencia circunscrita alrededor del 
ABKM es igual a O/. Para demostrar la se- 
gunda parte del problema notemos que, si en 
la recta OS se traza el segmento OR, igual a 
OR y en OR se traza el segmento OS, igual a 
OS, la recta SR, será paralela a KM (fig. 
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31,b); pero ZOR,¡S, + ZIOR, = ZORS + 
+ ZIOS = 90%, es decir, S,R, 1 OL. 

11.144. En las designaciones del problema 
anterior tracemos por A una recta perpendicu- 
lar a OI, designando con D su punto de inter- 
sección con la recta BC. Demuéstrese que la 
diferencia entre los radios de las circunferen- 
cias circunscritas alrededor de los triángulos 
ABD y ACD, es igual al radio de la circunfe- 
rencia circunscrita alrededor del triángulo 
BKM. 


11.145. Sea que los lados del triángulo son 
iguales a a, b y c; además, b = (a + cy/2. 


a) De la igualdad pr = > dhy (p es el semi- 


perímetro, r, el radio del círculo inscrito, h;, 
la altura bajada sobre el lado b) obtenemos: 


2 (a + b+c) => Dhy; pero a + c= 2b, de 


manera que h, = 3r. 
b) Esta afirmación se deduce de que r = 


= 5h y el punto de intersección de las me- 


dianas divide cada mediana en la razón de 
21. 

c) Prolonguemos la bisectriz BD hasta la 
intersección con la circunferencia circunscrita 
en el punto M. Si se demuestra que O es el 
centro de la circunferencia inscrita, el cual 
divide BM por la mitad, con esto quedará de- 
mostrada también nuestra afirmación. (Trace- 
mos el diámetro BN; entonces la recta que 
une los centros de las circunferencias inscrita 
y circunscrita, será paralela a NM y 
ZBMN = 905. Pero el ACOM es isósceles, 


211 


puesto que COM = ZOCM = > (LC + 


+ ZB). Por lo tanto, | CM | =|0M |. Del 
planteamiento b= (a + c)/2 según la pro- 
piedad de la bisectriz obtenemos que | CD | = 
= al2. Sea K el punto medio de CB; ACKO = 
= ACDO (|CK| = |CD|, <KCO = 
= ZOCD); de aquí se deduce: BKO = 
= Z¿CDM; además, £4DCM = ZOBK = 


= ¿BN,|CD|=|BXK |, es decir, ABKO = 
= ACDM,|CM | = |B0 |, por consiguiente, 
¡BO|=1|OM |, lo que había que demostrar. 


d) Tomemos cualquier punto en la bisec- 
triz. Sean las distancias hasta los lados BC y 
BA iguales a x y hasta el lado AC, a y. Tene- 


mos: L y (0x1 + cx + yl Sa>> b (21 + y) = 


= O A 

e) Si £L es el punto medio de BA, el cuadri- 
látero que necesitamos es homotético al cuadri- 
látero BCMA con la razón 1/2 (véase el pun- 
to c)). 

11.146. Sea N el punto de intersección de 
la tangente común con BC. Para nosotros es 
suficiente comprobar que |FN|.|NG|]= 





=|XKN]|:|NM|=|DN |-| VE |. Todos los 
segmentos se calculan fácilmente, puesto que 
IBD|=|CE| =p—b, |DE| = |b— 
— cl, mo = ES 222 (r, es el ra- 


dio de la circunferencia tangente al lado BC 
y a las prolongaciones de los lados AB y AC), 
etc. 

11.147. Tracemos por los vértices del tri- 
ángulo ABC las rectas paralelas a los lados 
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opuestos. Estas forman el AA,B,C, semejante 
al AABC; aquél se obtiene a partir del 
AABC con ayuda de la homotecia, cuyo cen- 
tro se halla en el centro de masas común para 
el AABC y el AA,¡B,C, y cuya razón es igual 
a —2. El punto de intersección de las alturas 
para el AABC es el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del A4,B,C,. Por con- 
siguiente, los puntos O (centro de la circun- 
ferencia circunscrita), G (centro de masas) y H 
(punto de intersección de las alturas del 
AABC) se hallan en una recta; además, 


|0G | = A |GH |, G se sitúa en el segmento 
OH. 


11.148. En el triángulo acutángulo la rec- 
ta de Euler corta los lados mayor y menor. 
En el obtusángulo, el mayor y el medio. 


11.150. Demúestrese que la propiedad re- 
querida la tiene tal punto P en la recta de Eu- 
ler, para el cual |PO|=|0H| (O es el 
centro del círculo circunscrito, H es el punto 
de intersección de las alturas); además, para 
cada triángulo la distancia desde el centro de 
masas hasta el vértice opuesto del triángulo 


inicial es igual a 5 R, donde R es el radio de 


- la circunferencia circunscrita alrededor del 
AABC y la recta que pasa por el centro de 
masas de este triángulo y el vértice opuesto 
del de partida, pasa por: O. 

11.151. Sea C, el centro de la circunferen- 
cia circunscrita alrededor del AAPB y C.,, 
el punto simétrico a C, respecto a AB. 
Para los triángulos BPC y CPA determinamos 
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los puntos A, y Az, B, y B,. Puesto que los 
triángulos AC,B, ACB, BA,C, BA,C, CBA, 
CB,A son isósceles con ángulos en los vértices 
iguales a 120%, los triángulos 4,B,C, y A2B.C» 
son regulares (véase el problema 11.296). Al 
calcular los ángulos de los cuadriláteros con los 
vértices P, Az, B,, Cy, se puede demostrar que 
estos puntos (P, Az, Ba, C,) se hallan en una 
circunferencia. Luego, si H es el punto de in- 
tersección de las alturas del triángulo APB, 
entonces, puesto que | PH | = | C,C, | y, por 
consiguiente, PHC,¿C, es un paralelogramo, la 
recta C,H (recta de Euler del triángulo APB) 
pasa por el punto medio de PC,. Pero PC, es 
una cuerda de la circunferencia con el centro 
C,, consiguientemente, C,H es perpendicular 
a PC,. De tal manera, las tres nuestras rectas 
de Euler coinciden con las mediatrices de los 
segmentos PC,, PB, y PA, y puesto que los 
puntos P, A», B,, C, se hallan en una circun- 
ferencia, estas rectas se cortan en su centro, o 
sea, en el centro del triángulo regular A,B,C,. 
Del resultado del problema 11.296 se deduce que 
estas tres rectas de Euler concurren en el punto 
de intersección de las medianas del triángulo 
ABC. 

11.152. Sea que ABC es el triángulo dado, 
cuyos lados son a, b, y c; además, a > b >cC; 
A,, B,, C, son los puntos de tangencia de la 
circunferencia inscrita; J es el centro de la 
circunferencia inscrita y O, el centro de la 
circunscrita. Puesto que / respecto al AA,¡B,C, 
es el centro de la circunferencia circunscrita, es 
suficiente demostrar que la recta JO pasa por 
el punto de intersección de las alturas del 
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AA¡B,C,. En los rayos AC y BC tracemos los 


segmentos AK y BL, |AK|=|BL|=cC, y 
en los rayos AB y CB, los segmentos AM y 
CN, JAM | =|CN | = db. Como se sabe (véa- 


se el problema 11.143), la recta 7O es perpen- 
dicular a £K y MN, por consiguiente, 
LK MN. Designemos: ZKLC = ZBNM = 
= q. Según el teorema de los senos para los 
triángulos KLC y BNM 





[EC | a—c _ sen(p+C) 4) 
KC] "bc" senp  ” 

IBN] _ a—b _ sen(B—p) (2 
[MB " b=c" sen * ) 


Ahora tracemos en el triángulo A,B,C, la 
altura hacia el lado B,C,. Sea Q el punto de 
su intersección con la recta1/0. Hay que de- 
mostrar que Q es el punto de intersección de 
las alturas del A4,B,C,. Pero la distancia 
desde / hasta B,C, es |1A,|cos A, = 
= r sen 5 Por lo tanto debe cumplirse la 
igualdad | 4,0 | = 2r sen 5 Los ángulos del 


AQIA, pueden expresarse a través de los án- 
gulos del AABC y q, a saber: AQÍA, = 


= 180— q, AQA,I = £B=£C0 


3 . Se requiere 


demostrar que 2 sen 5 = 





sen (o > 
<> sen (p + C) — sen (B — q) = sen y. La 
última igualdad se deduce de (1) y (2). 
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11.153. Al demostrar se aprovecha el he- 
cho de que, si desde cualquier punto P se ba- 
jan las perpendiculares PK y PL sobre las 
rectas que se cortan en el punto M, entonces P, 
K,L y M se hallarán en una circunferen- 
cia*). 

11.154. Aplíquese el resultado del proble- 
ma 1.246. 


11.156. La distancia entre las proyecciones 
de M sobre AC y BC es igual a | CM | sen C. 
Si K y L son las proyecciones de M sobre AB 
y BC, la proyección de AB sobre la recta KL 
(ésta es precisamente la recta de Simson) es 


igual a |AB||cos 2BKL|=|AB|xX 
Xx | cos CBML | = | AB | sen ZCBM = 
= |CM | sen C. 


11.157. Demuéstrese que los lados de los 
triángulos A,B,C,, A¿B,C, y ABC; son Cco- 
rrespondientemente paralelos. 


11.158. Demuéstrese que la recta de Sim- 
son que corresponde a A,, es perpendicular a 
B,C, (lo mismo es cierto para otros puntos). 
Luego se puede demostrar que la recta de Sim- 
son que corresponde al punto A,, pasa por el 
punto medio de 4,/H1, donde H es el punto de 
intersección de las alturas del triángulo ABC 
(véase también la resolución del problema 
11.166). Por consiguiente, las rectas de Sim- 


*) Más detalles acerca de la familia de rectas de 
Simson se puede leer en el libro: Vasiliev N., 
Gutenmájer V. Rectas y curvas. Editorial Mir, 
Moscú, 1980. 
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son son alturas del triángulo, cuyos vértices 
son los puntos medios de los segmentos A,H, 
B,H, C,H. Observación. Se puede demostrar 
que para los puntos arbitrarios A,, B,, C, las 
rectas de Simson de estos puntos respecto al 
triángulo ABC forman un triángulo semejante 
al triángulo 4,B,C,; además, el centro de la 
circunferencia circunscrita alrededor de éste 
coincide con el punto medio del segmento que 
une los puntos de intersección de las alturas de 
los triángulos ABC y A,B,C,. 

11.159. En primer lugar se ha de compro- 
bar la validez de la afirmación siguiente: si las 
perpendiculares levantadas hacia los lados 
(o las prolongaciones de los lados) del trián- 
gulo en los puntos de intersección con cierta 
recta concurren en un punto M, entonces M se 
halla en la circunferencia circunscrita alrede- 
dor del triángulo. (Esta afirmación es inversa 
respecto a la afirmación del problema 11.153). 
Examinemos la parábola y = ax?. Una tan- 
gente arbitraria a ésta tiene la forma: y = 


2 
= kx — z (la tangente tiene un solo punto 


común con la parábola, por lo tanto, el discri- 
minante de la ecuación ax? = kx 4- b es igual 
a cero). Esta tangente corta el eje x en el pun- 


to x= ze En este punto como perpendicular 


a la tangente servirá la recta y = + Xx 
k z 4 a 
Xx (2 — 32) === + Za" Por consiguiente, 


todas las perpendiculares de esta índole pasan 
por el punto (0; 72) (foco de la parábola). Aho- 
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ra valgámonos de la observación hecha al co- 
mienzo de la resolución. 

11.160. Supongamos que ABC es el trián- 
gulo dado; H es el punto de intersección de 
sus alturas; A,, B,, C, son los puntos medios 
de los segmentos AH, BH, CH; AA, es la 
altura y Ay, el punto medio de BC. Para mayor 
comodidad consideremos que ABC es un tri- 
ángulo acutángulo. Puesto que Z.B,A,C, = 
= BAC y el AB¡A,C, = AB,HC,, en- 
tonces ZBjAXC, = ZB¡HC, = 180% — 
— ZB,A,C,, es decir, los puntos 4;, B,, A, 
C, se hallan en una circunferencia. También es 
fácil ver que ZB,A;C, = B,HC, = 180% — 
— LB,A,C,, es decir, los puntos A,, B,, Az, 
C, también se encuentran en una (y, por ende, 
en la misma) circunferencia. De aquí se deduce 
que los 9 puntos, de los cuales se trata en el 
planteamiento, se hallan en una circunferen- 
cia. El caso del triángulo obtusángulo ABC se 
examina de manera análoga. Notemos que la 
circunferencia de los nueve puntos es homo- 
tética a la circunferencia circunscrita con el 
centro de homotecia en A y la razón 1/2. (Pre- 
cisamente de esta manera están dispuestos los 
triángulos ABC y A,B,C,). Por otra parte, la 
circunferencia de los nueve puntos es homoté- 
tica a la circunferencia circunscrita con el 
centro de homotecia en el punto de intersección 
de las medianas del triángulo ABC y la 
razón —1/2. (Precisamente así están dispuestos 
los triángulos ABC y el triángulo con vértices 
en los puntos medios de sus lados). 

11.161. Nuestra afirmación se deduce de 
que D se sitúa en la circunferencia de los nueve 
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puntos, pero esta circunferencia es homotética 
a la circunferencia circunscrita con el centro 
de homotecia en H y la razón 1/2 (véase el 
problema 11.160). 

11.162. Nuestra afirmación se deduce de 
que E está en la circunferencia de los nueve 
puntos, pero esta circunferencia es homotética 
a la circunscrita con el centro de homotecia en 
M y la razón —1/2 (véase el problema 11.160). 

11.163. Esta distancia es la semisuma de 
las distancias entre BC, por una parte, el 
punto de intersección de las alturas H y el 
centro del círculo circunscrito, por otra, y esta 
última distancia es igual a la mitad de | HA |. 

11.164. Supongamos que My es el punto 
medio de HP, A, es el punto medio de HA; 
Ao, A, y M, se hallan en la circunferencia de 
los nueve puntos. Por consiguiente, M tam- 
bién se encuentra en esta circunferencia, pues- 
to que del planteamiento del problema se 
deduce la igualdad | M¿ A |-| HM | = 
= | AH |-| HA, | y A se encuentra, al mismo 
tiempo, en el interior o fuera de cada uno de 
los segmentos M¿M y 4/4. 

11.165. Demostremos que M y ÑN se encuen- 
tran en las líneas medias correspondientes del 
triángulo ABC. Si P es el punto medio de AB, 
entonces MPA = 2 ZABM = ZABC = 
= ZAPL. Para concretar, sea que ABC es un 
triángulo acutángulo, ZC > ZA; en este caso 
ZMNK = 180” — ZKNB = ZKCB = 
= ZMLK (nos hemos valido de que los puntos 
K, N, B y C se encuentran en una circunferen- 
cia, así como de que ML es paralela a BC). 
Por lo tanto, M, L, N y K se hallan en una 


285 


circunferencia. Luego, 2LMK = ZPMB + 
+ ZNME =3+4B + ¿BMK=3 LB + 


+ ZA. Si O es el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del ALMK, entonces 
LLOK = 2 LLMK = LB + 2LA = 
= 180 — LC + ZA = 180" — ZLPK 
(LLIPK = ZAPK — LAPL = 180” — 
—2LA=LB=C-— ZA), es decir, O 
se sitúa en la circunferencia que pasa por L, P 
y K, pero ésta es precisamente la circunferen- 
cia de los nueve puntos. 


11.166. Puesto que el punto medio de FH 
se halla en la circunferencia de los nueve pun- 
tos (véase el problema 11.160), entonces es su- 
ficiente mostrar que también la recta de Sim- 
son que corresponde al punto F, divide FH 
por la mitad. Supongamos que K es la proyec- 
ción de F sobre cualquier lado del triángulo, 
D es el pie de la_altura trazada hacia el mismo 
lado, A, es el punto de intersección de esta 
altura con la circunferencia circunscrita, 
|A,D | =| HD | (véase el problema 11.107, 
solución), L es el punto de intersección de la 
recta de Simson con la misma altura y, por 
fin, M es un punto tomado en la recta HH,, 
para el cual FM || KD; entonces AFMH, = 
= AKDL (| FM | =1 KD |); ambos triángu- 
los son rectangulares y ZDLK = ZMH,F, 
puesto que la altura del triángulo es la recta de 
Simson que corresponde al vértice, desde el cual 
ésta parte, y se puede valerse de la afirmación 
del problema 11.154. También es fácil mostrar 


— — 
que las direcciones A,M y DL coinciden, es 
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decir, FKHL es un paralelogramo, de lo cual 
se deduce nuestra afirmación. 

11.167. En la fig. 32 O es el centro de la 
circunferencia circunscrita, A,, B,, C, son los 
puntos medios de los lados; L y K, las proyec- 
ciones de A y B sobre l; M, el punto de inter- 
sección de las rectas que pasan por L y K per- 
pendicularmente a BC y CA. Para concretar, el 





Fig. 32 


- triángulo ABC es acutángulo. Primero demos- 
tremos que C, es el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del AKLM. Los puntos 
A,, 0, K,C,, B se hallan en una circunferen- 
cia. Por consiguiente, ZC,¡KL= ZOA,C, = 
= 90 — Z.C; de la misma manera ZC,LK = 
=90* — ZC. Por lo tanto, |KC,| = 
=|C,L|, ZLC,¡K=2ZC y, puesto que 
ZKLM = ZC, nuestra afirmación está demos- 
trada. Además, KM es perpendicular a 
 A¡C,, |KC,| = |C,M |, por consecuencia, 

LC, MA, = ZC,¡KA, = 180” — ZB, es de- 
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cir, M se encuentra en la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del 4,B,C,. 

11.168. Designemos con H el punto de in- 
tersección de las alturas del triángulo ABC y 
con Az, Ba, Co, los puntos medios de los seg- 
mentos AM, BH, CH. Notemos que los tri- 
ángulos AB,C,, A,BC,, A,B,C son semejantes 
entre sí (los vértices correspondientes están 
designados con letras iguales), además 4, B, 
y C,, respectivamente, son centros de las cir- 
cunferencias circunscritas alrededor de éstos. 
Primero demostremos la afirmación siguiente: 
tres rectas que pasan por los puntos A»), B, y 
Co, y dispuestas igualmente respecto a los 
triángulos AB,C,, A¡BC,, A,B,C concurren en 
un punto en la circunferencia de los nueve 
puntos. Notemos que las rectas A2B,, BzB y 
C,B, están dispuestas igualmente respecto a los 
triángulos AB,C,, A,BC, y A,B,C y se inter- 
secan en el punto B, que se halla en la circun- 
ferencia de los nueve puntos. Puesto que los 
puntos A», B,, C,¿ se sitúan en la circunferencia 
de los nueve puntos, es evidente que también 
las tres rectas que se obtienen a partir de las 
rectas A¿B,, BB y C¿B, haciendo girar en un 
mismo ángulo alrededor de los puntos Aza, B, 
y C,, respectivamente, también concurrirán 
en un punto dispuesto en la circunferencia de 
los nueve puntos. Sea P el punto de intersección 
de las rectas de Euler de los triángulos AB,C,, 
A,BC,, 4,B,C. Designemos: ZPA,A = q. 
Para el uso cómodo consideremos que el tri- 
ángulo ABC es acutángulo y el punto P se 
halla en el arco B,4, de la circunferencia de 
los nueve puntos (fig. 33). Entonces, 
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ZPAJ,A, = 180 — q  Z<PA, = 
= 180 — p — ZB,AzA; = 180” — p — 
— BCAA, = 2 LC — Q, LPASS => 
= 180” — q + 180” — 2 ZB = 360" — q — 
— 2 B. Puesto que las cuerdas PA,, PB, y 
PC, son proporcionales a los senos de los 





ángulos apoyados en éstas, nos queda demos- 
trar que de las tres magnitudes sen Q, 
sen (2C — q), —sen (2B + q) una (en nues- 
tro caso la primera) es igual a la suma de las 
dos otras, es decir, sen q = sen (2C — q)— 
— sen (2B + q). Pero en el triángulo A4,H, ! 
/|442|=R, 1484, | =2R cos A (R es el 
radio de la circunferencia circunscrita; R cos A 
es la distancia desde el centro del círculo cir- 
cunscrito 4, hasta B,C,), ZH,AA,= ZA + 
+2%B-— 180”. Según el teorema de los 


senos para el AAA,H;: a = arar 
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=> — sen (2B + 24 + q) — sen (2B + q) = 
= sen q =>sen (2C — q) — sen (2B + q) = 
= sen (q, lo que había que demostrar. De esta 
manera queda demostrada la afirmación para 
el caso del triángulo acutángulo. El caso del 
triángulo obtusángulo ABC se examina de la 
misma manera. 
11.169. En el triángulo dado ABC, A,, B,, 

C, son los puntos medios de los lados corres- 
pondientes. Demuéstrese que la circunferencia 
que pasa, por ejemplo, por el vértice A y sa- 
tisface la condición del problema, pasa por los 
puntos de intersección de las bisectrices de los 
ángulos interior y exterior A con la línea me- 
dia B,C,. Por lo tanto, para todos los puntos 
M de esta circunferencia se cumplirá la igual- 
dad IBMI|:|CM|=|B,A41|:|C41|= 
= b:a (véase el problema 11.9). De esta ma- 
nera, si M, y M, son los puntos de intersección 
de dos circunferencias de esta índole, entonces 
|¡A¡M¡1:|B,M,|:|C,M,| =a:b:c (lo 
mismo se refiere al punto M;), por eso M, y 
M, pertenecerán a una tercera circunferencia. 
Además, M, y M, pertenecen a una recta, para 
todos los puntos M de la cual se cumple la 
igualdad (c? — db?) | AM P + (a? — e?) x 
Xx |B,M PH (0 ar) |C,M P=0 (véase 
el problema 11.14 y su solución). Esta recta 
pasa por el centro del círculo circunscrito alre- 
dedor del AA,B,C, y por el punto de inter- 
sección de sus medianas (compruébese esto 
expresando las longitudes de medianas median- 
te los lados), es decir, aquélla coincide con la 
recta de Euler del AA,B,C, y, por lo tanto, 
también del AABC. 
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11.170. a) De manera análoga a como esto 
se ha hecho en el problema anterior, se puede 
demostrar que estas tres circunferencias se in- 
tersecan en dos puntos M, y Mo; además, 
|AM,1:1BM,|:|CM, | = bc: ac: ab (lo 
mismo se hace para M.»). 

b) Se deduce de a) y del problema 11.14. 

c) Demuéstrese que si M/ se halla en el in- 
terior del AABC, entonces ZAM,C = 60* + 
+ZB, ZBMA =60 + 4C, ZCM|B = 
= 60 + ZB (para esto se puede aprovechar 
el teorema de Bretschneider, problema 11.236). 

11.171. Tomemos en LC el punto A, y en 
BA el punto C, de manera que | BA, | = 
=|BA |, |BC,| =|BC| (AA|¡BC, es si- 
métrico al AABC respecto a la bisectriz del 
ángulo B). Es evidente que BK divide A,C, 
por la mitad. Construyamos dos paralelogra- 
mos BA,¡MC, y BCND (los lados correspon- 
dientes de los paralelogramos son paralelos, 
los puntos B, K, M y N se hallan en una 











|BC| | BC |? 
recta); |[CN|=| A4, | BA mai Pe 
JAK|_ |AB|_ |AB/? 
consiguiente, [RC] ENT TBCIZ" 


11.172. Tenemos (fig. 34) ¿FEA = 
= ZEDF = ZA; por lo tanto, |AF | = 
= |EF |, ZFEN = ZFDB = ££, 
LE¡FN = ZA. Por consiguiente, el A£,FN 





AFI IAF] 
es semejante al AABC, VEN TFM] 
= 5) CAFN= 180 — ZA. Ahora se 


puede mostrar que AN es la simediana. Para 
esto examinemos el paralelogramo ACA,B; 
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AA, divide BC por la mitad, el AACA, es 
semejante al AAFN, por lo tanto, ZNAF = 
= ZA,AC. 





11.173. La circunferencia de Apolonio que 
pasa por el vértice B del triángulo ABC, 
es el lugar geométrico de puntos M, para 
los cuales e Hs (problema 11.170, 
solución). Por consiguiente, si D es el punto 
de intersección de esta circunferencia de 
Apolonio y de la circunferencia circunscrita 
alrededor de ABC, la recta BD divide AC 











2. SBAD | AB|-1 4D| | AB |? 
en la razón = ——_=5 RR" = SB 
SBCD |CB|+|CD| ICB |? 


1.174. Sea N el punto de intersección de 
BQ y CD; O, el centro de la circunferencia; 
R, «su radio. ñNotemos que ZNBC = 


_ > Z-PMO. (si O está en el segmento NB, 
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entonces Z NBC = 90* — Z QBP = 90” — 
— > L£ QOP =5 Z PMO. ) Por consiguiente, 
los triángulos NBC y POM son semejantes, 


Ps BD 9 1 BB] 
a Bl ear A an > 


pS |BP|= [CDJ. 


11.175. Sea H el punto de intersección de 
las alturas; O, el centro del círculo circunscrito; 
B,, el punto medio de CA. La recta MN pasa 
por el punto medio de BH, el punto XK; 
.|BK|=1|1B,0 |. Demuéstrese que la recta 
MN es paralela a OB (si LC > ZA, entonces 
ZMEN = 2 ZMBN = ZC —-— ZA = 
= ZOBH). 

11.176. Supongamos que la recta AM corta 
por segunda vez la circunferencia que pasa por 
B,C y M en el punto D. Entonces, £MDB = 
= MBA = LMAC, £MDC = LMBC = 
= ZMAB. Por consiguiente, ABDC es un pa- 
ralelogramo. 

11.177. De la resolución del problema 


|IZM]| _1EN | 
11.234 se deduce que MET 1NKT' S 


puede considerar que / pasa por N. Apli- 

quemos al A NKP el teorema de los senos. 

Sustituyamos la razón de los senos por la razón 

de las cuerdas correspondientes. Tendremos: 

NP ZAR [¡NK|sen£2 NKM q 
sen Z KPN sen Z KMA 


NK 
= MT INM], etc. 


11.178. Supongamos que O es el centro de 
la circunferencia inscrita, K y L son los puntos 
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de tangencia con los lados AC y AB; la recta 
que pasa por N paralelamente a BC, corta los 
lados AB y AC en los puntos R y M. El cua- 
drilátero OKMN es inscrito (40NM = 
= ZOKEM = 90; por consiguiente, 
Z¿OMN = ZOKN, de manera análoga 
ZORN = ZOLN, pero ZOLN = ZOKN, 
por lo tanto, ZORN = ZOMN y el AORM 
es isósceles, ON es la altura; de esta manera, 
IRN|=|NM1]. 


11.179. Si |BC| = a, |CA]| = d, 
| AB | = c, entonces, como se conoce (véase el 
problema 1.18), | MC | = H=, Tracemos 


por K una recta paralela a AC; designemos sus 
puntos de intersección con AB y BC por A, y 
C,, respectivamente. La circunferencia inscri- 
ta en el AABC es exinscrita (es tangente a 
A,C, y las prolongaciones BA, y BC,) para el 
AA,BC,. Pero el AA,BC, es semejante al 
AABC. Por consiguiente, la circunferencia 
exinscrita en ABC será tangente a AC en el 
punto N; designemos los puntos de su tangen- 
cia con las prolongaciones de BA y BC por R 
y L, respectivamente. Tenemos: | BR | = 





= |BL| = 5 (a + b ++<c), por lo tanto, 
JAN] = |JAR| = |RB| — |BA]| = 
a+b—e = | MC | 
> q 


11.180. Tracemos por K la recta paralela a 
BC. Designemos por L y Q los puntos de inter- 
sección de la tangente en el punto P con la 
recta BC y la recta construida, paralela a ella, 
y por N, el punto de intersección de AX con 
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BC. Puesto que |CN | =| BM | (véase el 
problema 11.179), es suficiente demostrar que 
INL|=|L£M |; pero |PE|=|L£M |, por 
consiguiente, hace falta demostrar que 
|PL|=|NVL£ |. Puesto que el A PLN es 
semejante al APQK, en el cual |PO|= 
= |OK |, entonces |PL| = |NL| y 
FEB I=TEBT. 

11.181. Sean M y N los puntos de inter- 
sección de la recta LK con las rectas l y CD. 
Entonces | AM |? =| ML |-| MK |. De la 
semejanza de los triángulos KMB y DKN se 


deduce que |MK| = HA De 

la semejanza de los triángulos CNL y MLB 
se deduce: | ML | = A. 
KN |-|LN 

Conque,|MK]- MI = ED ¡MB|?= 


=|MB|?, es decir, |MA|]2=]|MB|?, |MA]| = 
=|MBL]. 

11.182. Supongamos (fig. 35) que B es el 
segundo punto común de las circunferencias; 
C es un punto de la recta AB, desde el cual 
están trazadas las tangentes, y, por fin, K 
es el punto de intersección de las rectas MN y 
PQ. Valiéndonos del teorema de los senos y 
del resultado del problema 1.234, obtenemos: 





|[PM|_  |PM| senZPBM_ BM 5 
[MA| " senZPBM”_ |MA| " senZ BPM 
sen PBM _ | CB| sen Z.PBM 

¡mai =V ica snzeópm: Pe este 


modo, al designar con a.el ángulo AMB y con 
B el ángulo APB (a y f son constantes), obten- 
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[PM1 _,/1CB1, sen(o+PB) 


¡MA| CA] senB De 


dremos: 


| AN | 





manera análoga encontramos: 


ad |NQ | 

|CA| sen $ z 

1CB|' senta FB) Pero, segun el AEOIenIa 
de Manelao (véase el problema ' 11.45), 
[PM| JAN] |QK]|_ E. 
¡MAL 1NO| = 1. Por consiguiente, 


¡OX|/1KP]=1. 








C 
Fig. 35 


11.183. Tracemos por M una recta paralela 
a AC, hasta que se interseque con las rectas 
BA y BC en los puntos A, y C,. Tenemos: 


ZLAKM =j90 — ZDKEM = 90 — 
— ZKBD = ZBAD = ZKA,M,; por lo tan- 
to, AKMA, es isósceles y | A,¡M | = | MK |]. 
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De manera análoga | MC, | = | ML |; pero 
[KM | =|ML |, luego, |4,M | = | MC, |, 
es decir, la recta BM divide AC por la mitad. 

11.184. Sea M el punto de intersección de 
ND. y AB y P, el punto de intersección de las 
tangentes a la circunferencia en los puntos 
A y D. 

Puesto que las rectas NC, AB y PD son 
paralelas, entonces de la semejanza de los - 
triángulos correspondientes obtenemos: 





| AN | 
[AM] =|DP 1-5, (1) 
IMB| _ |MD| __ |AP| 
INC] 1IND|" |NP]? (2) 
¡MB¡=¡NC| 14£L . 
INP] ” 
pero [DP | =| AP |, |NC| =|AN |. Por 


lo tanto, los segundos miembros de las expre- 
siones (1) y (2) son iguales, es decir, | AM | = 
= |MB 

A. 185. Consideremos que D es el punto 
medio de CB y AD corta por segunda vez la 
circunferencia en el punto K. Demostremos 
que las tangentes a la circunferencia en los 
puntos B y C se cortan en la recta MK. 

Examinemos el cuadrilátero CMBK. Para 
que las tangentes a la circunferencia en los 
puntos C y B se intersequen en la diagonal MK, 
es necesario y suficiente (véase el proble- 
ma 1.234) que 








Ec E A ero LEM1,_14B1_18BD|_ 
a p [CE VER VDK| 
|[CD| _ |4C|_ ¡MB 
= DET 1BK|" TB] (En la primera 


y la última igualdades se ha valido del hecho 
de que |CM|=|AB|], |4C | = | MB | en 
vista del paralelismo de AM y CB; en la se- 
gunda y la cuarta, de la semejanza del AABD 
y el ACDK, el AADC y el AKDB, 
en la tercera, el hecho de que AD es la 
mediana.) 

11.186. Sea O el centro de la circunferen- 
cia; sean N,, M,, P,, R, los puntos simétri- 
cos a los puntos NV, M, P, R, respectivamente, 





en cuanto a la recta OA; K, el punto de inter- 
sección de las rectas N,R, y QS. Hace falta de- 
mostrar que los puntos R,, S y K coinciden. 
Los puntos N,, M, y B se hallan en una recta, 
simétrica a la recta NMC; N,, P,, R, tam- 
bién se encuentran en una recta, simétrica a la 
recta NPR (fig. 36). Los puntos B, N,,Q y K 
se sitúan en una circunferencia, puesto 
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que ZBN,K = <£M,N,P, = £MNWP = 
= £POM = ZBOK. Los puntos B, N,, Q, 
R, también están en una circunferencia, puesto 
que ZN,¡R,¡B _— ZN,¡P,P => ZN,¡QP = 
= /N,0B. Por consiguiente, los cinco puntos 
B, N,, 0, R,, K se hallan en una circunferen- 
cia; pero los puntos V,, R, y K se encuentran 
en una recta, por lo tanto, R, y K se unen. 
11.187. Limitémonos al caso, en que 

ABC es un triángulo acutángulo. Examinemos 
el paralelogramo A,¡MON (M y N se hallan 
en A4,B, y A4,C,). Puesto que 4,0 forma con 
A,C, y 4,B, ángulos de (90% — 4 B) y (90* — 
— Z.C), entonces 

[44M | |A¡M|_ cosB _ |A5L| 

JAN | 7 |MO| — cosC > |AjK|” 














11.188. Las afirmaciones del problema se 
deducen del hecho tal: si en cada lado del tri- 
ángulo se construyen las circunferencias de 
manera que la suma de las magnitudes angula- 
res de sus arcos (dispuestos del mismo lado 
que el triángulo) sea igual a 2x1, estas circun- 
ferencias tienen un punto común. 

11.189. Tomemos los puntos £, y F, si- 
métricos a los puntos E y F' respecto a AB. 
Después de esto el problema se reduce al caso 
particular del problema 11.186. 

11.190. En la prolongación de AC tome- 
mos por el punto C un punto M de modo que 


ICM | =|CB |; entonces E es el centro de la 
circunferencia circunscrita alrededor de AMB 
(AE | = |BE|, ZAEB = LACB = 


= 2 ZAMB). De esto se deduce que F' es el 
punto medio de AM y DF divide el perímetro 
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del AABC por la mitad. Además, DF es para- 
lela a BM, mientras que BM lo esa la bisec- 
triz del ángulo C del triángulo ABC, es decir, 
DF es la bisectriz del ángulo D en el triángulo 
DKL, donde K y £ son los puntos medios de 
AC y CB. 

11.191. Supongamos que la recta corta los 
lados AC y AB del triángulo ABC en los pun- 
tos M y N. Designemos: |4AM]| + | AN | = 
= 21. El radio de la circunferencia con el cen- 
tro en MN que es tangente a AC y AB, es 





] S A AA 
igual a Ez y, según la condición, 
SAMN S ABC 

a E, donde p y r son, 


respectivamente, el semiperímetro y el radio 
de la circunferencia inscrita en el AABC. 


11.192. Demostremos que, para la homote- 
cia con el centro en M y la razón —1/2, el 
punto N se transforma en / (es evidente que 
para esta homotecia / pasa a S). En el trián- 
gulo ABC dado Ay, Bo y Co son, respectiva- 
mente, los puntos medios de los lados BC, 
CA y AB; A, es un punto tomado en el lado 
BC tal que AA, divide el perímetro por la mi- 
tad. Es fácil ver que A, es el punto de tangen- 
cia de la circunferencia exinscrita con el lado 
BC; ésta también es tangente a las prolonga- 
ciones de AB y AC; 4, es el punto de tangen- 
cia de la circunferencia inscrita con el lado 
BC. Tenemos: | B4,| = |CA, |. Levantemos 
del punto A, la perpendicular hacia BC; de- 
signemos por D su punto de intersección con 
AA,. Repitiendo los razonamientos aducidos 
en la solución del problema 11.179, demostre- 
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mos que | 4,7 | = |7D |. Por consiguiente, 
la recta A/f es paralela a A4,. Para la homo- 
tecia, de la cual se ha hablado al comienzo, la 
recta AA, se transformará en la recta Aol. 
Precisamente de la misma manera dos rectas 
que dividen el perímetro por la mitad, pasa- 
rán, respectivamente. a Bal y Col. Por lo tan- 
to, estas tres rectas se cortan en un punto N 
tal, el cual pasa a 7, al existir esta homotecia. 
De esto se deduce la afirmación del problema. 

11.193. a) Haciendo uso de las fórmulas 

S abc O E EE PT Y IPD 
A , R==35 » S= V p(p—a) (p—b) (p—<), 
donde S es el área del triángulo ABC para 
el segundo miembro, demostramos fácilmente 
la correlación requerida. 

b) Válgase de la fórmula de Leibniz (pro- 
blema H1.140), tomando como M el centro del 
círculo circunscrito. 

c) Hágase uso de la fórmula de Leibniz 
(problema 11.140), tomando como M el centro 
del círculo inscrito. Para calcular, por 
ejemplo, | MA |? bajemos la perpendicular MK 
sobre AB; tenemos: |MK | =r, |4AK|= 
= p — a; por consiguiente, | AM |? = (p — 
— a)? + r?. De manera análoga se: calculan 
| MB |? y | MC [?. Al simplificar el segundo 
miembro, utilícese el resultado del punto a). 

d) Sea M el punto de intersección de la 
bisectriz del ángulo B con la circunferencia 


circunscrita. Si | JO | = d, entonces | BI | x 
Xx |IM|=R?-— d?. El triángulo /CM es 
isósceles (|I/M| = |CM |), puesto que 


LCIM=S (LB + £C) y ICM = 
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= (PB + .C). Por consiguiente, 
R?—d¿=|BI|.|1M|=|BI|.|CM|= 


r B 
E Fa -2R sen q =2Rr. 


o 





e) Se demuestra de manera análoga al 
punto d). 

f) La distancia entre las proyecciones de / 
e [, sobre AC es igual a a. Tomemos el punto 
K de modo que [K || AC, I,K 1 AC. En el 
triángulo rectángulo 1 KT, tenemos: / KIT, = 


=5L4, |IK|=a, O —r. De este 


IK 
modo 117, 12= LEE 203 2] IK| tg = iS 
Ez 





cos? 


=4R (r, —r). 

11.194. Tracemos por O las rectas paralelas 
a AB y AC y designemos por £L y K los puntos 
de intersección de estas rectas con las perpendi- 
culares bajadas desde /, sobre AB y AC, 
respectivamente. Demostremos la semejanza 
de los triángulos AB,C, y OLK. Tenemos: 
ZB,¡AC, = LLOK, 





b 
lAB1=E7 + 140, 1==5 Ez > 10L| = p— 
b_ 4 
— ¿==> (a +b), ¡OK|=p— 53=>3 (a+c); 
1AB1|_ | AC1 | 2bc 
de esta manera, MOL "1067 (rama 


Pero O/, es el diámetro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del A OLK. Por con- 
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ls 2bc 

a IB,C,| = ION [LK | = 
Cc abe 

== 07 al sen Aa el: 

11.196. Demuéstrese que el área Q, del 
triángulo con vértices en los puntos de tangen- 
cia de la circunferencia exinscrita con el cen- 
tro T, puede calcularse según la fórmula Q, = 
= =Sancih = = a donde todas las 
designaciones son las mismas que en el proble- 
ma 11.193. Fórmulas análogas pueden obtenerse 
para las áreas de otros triángulos. (Véase la so- 
lución del problema 1.240.) 

11.197. Supongamos que O es el centro de 
la circunferencia circunscrita alrededor del 
AABC, B,, el punto medio de AC, N, el punto 
de tangencia de la circunferencia inscrita con 
AC;entonces, | AN | =p—a,|CN| =p — 
— «Cc (véase el problema 1.18), |ON |? = 

=108B, P4+ 1B,N P =|40 P= | AB, P + 

180 po E 4 (p -a-=3) = 
= R? — (p — a) (p — c). De manera análoga, 
tras determinar los cuadrados de distancias has- 
ta otros puntos de tangencia y sumándolos, 
obtenemos que la suma buscada es igual a 
3R2— (p — a) (p — 0) — (p— 2) (p — b) 
— (p — bd) (p — a) = 3R? — M. Usando para 
el área del triángulo la fórmula de Herón y 


las fórmulas S = pr, S = a obtenemos 
E DM, Ana OS, Sus 


mando las eltimas colada y utilizando la 
identidad (p — a) (p — db) (p — c) + abc = 
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= p ((p — a) (p — b) + (p — db) (p—c) + 
+ (p — c) (p — a)) = pM, encontramos que 
M = 4Rr + r?. Respuesta: 3R? — 4Rr — r. 

11.198. El producto de las longitudes de 
segmentos desde el vértice A del triángulo 
ABC hasta los puntos de intersección del lado 
AB con la circunferencia dada valdrá lo mis- 
mo que el producto para el lado AC. Cada 
uno de estos segmentos puede expresarse fá- 
cilmente a través de los lados del triángulo y 
las cuerdas examinadas. De esta manera obte- 
nemos un sistema de tres ecuaciones que per- 
mite expresar las cuerdas por medio de los 
lados del triángulo. Para no analizar una por 
una todas las variantes, es cómodo elegir al- 
gún sentido de recorrido del triángulo y consi- 
derar dirigidos los segmentos y sus longitudes, 
como números reales arbitrarios. 

11.199. Sean K, y L, tales puntos en BC y 
BA, que K,K [| L,L || B,B. Es suficiente de- 
mostrar que los triángulos BK,K y BL,L son 
semejantes, es decir, 








1BK11_18BL11 q |[BKi| _ |BiK| 

A = —— . Tenemos: HH = +5 » 

IKiKI|  1£iL| IBA | 1B1411 

[KK | _ |4iK] » ; 

BB, IBAI ? Os E Nena ss 

. . 1 AP 1 

bisectriz (problema 1.9) EL TTARTE 
[BA11 _ 1€CB11|  1B41 | _ e | CB, | ed 
| BB, | |CA1|. 1BB;,| b  |BB,| 

=>—_£—. Esta última expresión es 
(ca) | BB, | 

simétrica respecto a a y c y, por lo tanto, 


es también igual a > 


11.200. Sean Z<KAL = ZKLA = q, 
304 





L¿KCL = ZLKC = y. Entonces, ZBKL = 
= 2, LBLK = 2p, 24 + 2y = 180” — LB. 
Si Q es el punto de intersección de AL y KC, 
entonces 4A0QC = 180” — (p + y) = 90” + 


+3 ZB. Tracemos por M la recta paralela a 


BC hasta que se interseque con KC en el pun- 
to N, entonces MO es la bisectriz del ángulo 


AMN y ZAQN =90 +5 LB. De aquí se 


deduce que Q es el punto de intersección de 
las bisectrices del triángulo AMN (véase el 
problema 1.46); por consiguiente, el AAMN 
es semejante al AXKBL, mientras que el 
AKMN lo es al AKBC. Sean |AK | = 
= |XL]| = |LC] = zx, |AM] = y, 


— Zz 
|IMN |=z. Entonces, +-=-Y_ Y1?22 
a—x cC—I Cc a 





de donde y = a. 


11.201. Sea B, el punto medio de AC. 
Prolonguemos la bisectriz hasta que se in- 
terseque en el punto B, con la perpendicular 
levantada hacia AC desde el punto B,. El 
punto B, se halla en la circunferencia circuns- 
crita. Tracemos por M la perpendicular hacia 
AC; supongamos que L es su punto de inter- 
sección con AC; K, con BB,, entonces | KM | = 
=.| ME |. Tracemos por, K una recta paralela 
a AC que. corta AB y BC en los puntos D y E, 
respectivamente. Si G y F son las proyecciones 
de D y E sobre AC, entonces M es el centro 
del rectángulo GDEF,; además, el ADME es 
semejante al AAB,C (ADME se obtiene a 
partir del AAB,C para la homotecia con el 
centro en B). Tenemos: ctg Z<MCL = 
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[LC] [LF] |17C] AB, 


=1M11 WM Tim TBB * 
+ 2 pr a cg + +2 ctg C. Si B' es la 


base de la bisectriz, P y T son las proyeccio- 
nes de N y B', respectivamente, sobre BC, 
IPC |PT| 


entonces ctg Pia , 02 = WN] E 
el 1 1 A: 
+ ma = 108 Té “83 + 


+ 2 ctg C, es decir, £<MCA = LNCB. 
11.202. a) Este problema conocido tiene 
muchas demostraciones diferentes. Aduzcamos 
una de éstas, basada sobre el siguiente criterio 
de igualdad de los triángulos. Dos triángulos 
son iguales si tienen iguales sendos lados 
correspondientes, los ángulos opuestos a estos 
lados y las bisectrices de estos ángulos. Demos- 
tremos este criterio. Examinemos dos trián- 
gulos ACB y ACB,, en los cuales 4B = 
= ZB, (B y B, se hallan a un lado de AC). 
Estos triángulos tienen una circunferencia 
circunscrita común. Se puede considerar que 
B y B, se sitúan a un lado del diámetro de esta 
circunferencia, siendo éste perpendicular a AC. 
Supongamos que la bisectriz del ángulo B 
corta AC en el punto D y la bisectriz del ángulo 
B,, en el punto D,; M es el punto medio de 
AC, N, el punto medio del arco AC que no 
contiene los puntos B y B,. Los puntos B, D 
y N se hallan en una recta, los puntos B,, 
D, y N, también. Supongamos que B y B, 
no coinciden y, por consiguiente, tampoco 
coinciden D y D,. Supongamos que | MD | > 
> |MD, |; entonces |BN|<I|BN l, 
IDN|>|D,N |. Por consiguiente, |B,D, | 
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=|BN |—-1ND,|>|BN |—|ND]= 
= | BD |, lo que es una contradicción. Ahora, 
sea que en el AABC la bisectriz AA, es igual 
a la bisectriz CC,. Apliquemos el criterio 
recién demostrado a los triángulos BAA;, y 
BCC,. 

b) Si las bisectrices de ambos ángulos exte- 
riores A y C del triángulo ABC se encuentran 
en el interior del ángulo B, se puede demostrar 
precisamente de la misma manera como en el 
punto a). 

Sea que estas bisectrices están dispuestas 
fuera del ángulo B. Consideremos que | BC | > 
> |BA |. Tomemos en CB el punto B, de 
tal manera que | CB, | = | 4B, |. Designemos 
ZB,AC = ZBCA =0Q0, LB,AB=Q, L es 
el punto de intersección de la bisectriz exterior 
del ángulo C con AB, M es el punto de inter- 
sección de la bisectriz exterior del ángulo A 
con CB. Las demás designaciones se compren- 
derán al examinar la fig. 37. Según la condi- 


ción, ICE |=|A4AM |, además, | CL, | = 
= | AM, |, puesto que el AB,AC es isósceles, 
Y CM¡|=|AM|, por cuanto ACL,M, = 


= AAM,M. Además, | CM, | > |CM; Te ya 
que 2M¡M;¡C > £M¡CA > 90". Por otra 
parte, los. puntos C, A, L y M; se hallan en 
una circunferencia, en la cual ell ángulo agudo 
apoyado sobre LO (LLAC) es mayor que el 
ángulo agudo que se apoya sobre M;¡C. Por 
consiguiente, | AM |=|CM¡|<| CM; |< 
<.| CL |]. Es una contradicción. 

+. En el caso general, de la igualdad de las 
bisectrices de los ángulos exteriores no se 
deduce que el triángulo es isósceles. En el 
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problema 1.256 se da un ejemplo de semejante 
triángulo. 

11.203. Supongamos que ABC es el tri- 
ángulo dado, 44,, BB,, CC, son las bisectrices. 





Fig. 37 


Si |4,B,|=1|4,C, |, entonces 2A,bB,C = 
= ZA,C,¡B (en este caso, el AABC será isós- 
celes) o bien A,¡B,C + ZA,C,B = 180". 
En el segundo caso hagamos girar el AA,B,C 
alrededor del punto A, al ángulo B,A,C,. 
A consecuencia de esto, los triángulos A,C,B 
y A,B,C resultarán aplicados uno a otro y 
formarán el triángulo semejante al AABC. 
Si los lados del AABC son a, b y c, los lados 


del triángulo obtenido serán iguales a Ps 
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ab ac ab 
_—— — ——. Tomando en con- 
e a a iS 
sideración su semejanza, obtenemos: 





b 
va = Ei <> b3+ 03 — ai + bee + 


+ b?a + c2b+ ca —a?b—a?tc+abc=0. (1) 


Designemos: cos ZBAC = zx. Según el teore- 
ma de los cosenos b? + c? — a? = 2bcx. Mul- 
tiplicando la última igualdad sucesivamente 
por a, b y c y restándola de (1), obtenemos 


2x(a+b4+c)+a=0 <= as EZ. 
Puesto que 0 <a <b + c, resulta que 
<a <0. (2) 


Al sustituir en el teorema de los cosenos a 
por b, c y zx, y, al designar b/c =1, para A 
obtenemos la ecuación (4x + 1)14 — 24 Xx 
Xx (4 + 82? + 1) + 4r + 1 =0. Para que 
esta ecuación tenga solución (A > 0,1% 1) 
para las condiciones de (2), deben cumplirse las 
«desigualdades 
| 418 + 8? + x>0, (3) 
+ D = (40 + 822 + 2)! — (a + 1) = 
= (22 + 1)? (2 + 1) Q1—1) x 
x (21? + 52 + 1) > 0, (4) 


donde D es el discriminante de la ecuación 
cuadrática. El sistema de desigualdades (2), 
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(3), (4) se satisface, cuando a TÁ 
175 
y > 
De esta manera, el triángulo de partida 
no es obligatoriamente isósceles. Sin embar- 
go, está demostrado que esto puede tener lugar 
sólo en el caso de que uno de los ángulos del 
triángulo inicial sea obtuso y su coseno se 
_4 VE) 
4? 4 : 
lo que corresponde aproximadamente a un 
ángulo de 102%40' a 104%28'. Si 2=— 2%, 


el triángulo construido degenerará, cuando 
Ss AE tendremos ZA,¡B,C = 
= ZA,¡C,B = 90%, es decir, los dos casos, 
especificados al comienzo de la: resolución, 
coinciden para este valor del ángulo. 
11.204. Sea M el punto de intersección de 
AD y KL: 








halle en el intervalo de ( 





> ¡AK] -14D]| sen ZKAD 








¡IKM] az SAKD = = 
[ME] — Sap > |DL|-|AD| sen ZADL 
_ JAK|-|CD| 
IDL|-|AF| * 


(Se ha aprovechado el hecho de que los senos 
de los ángulos inscritos son proporcionales 
a las cuerdas.) De manera análoga, si M, 
es el punto de intersección de BÉ y KL, obte- 
¡KM _  1BK|-|PE] Pero de 
¡MiL]| IZE| - 1BC1" 
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nemos: 


la semejanza de los AAKF y ABKC, ACLD 


IKI _ |BK|  |CD| 
y AFLE tenemos: AP,  18ci” ¡DEI 
dm multiplicando estas igualdades, 
[KM] ¡KM),] 








obtenemos que ¡MA TMLT 


M y M, coinciden. Observación. Se puede mos- 
trar que la afirmación del problema sigue 
vigente si A, B, C, D, E y F son seis puntos 
arbitrarios de la circunferencia. De ordinario, 
el teorema de Pascal se enuncia del modo si- 
guiente: si A, B, C, D, E, F son puntos dis- 
puestos en una circunferencia, entonces los 
tres puntos, en los cuales se intersecan las 
rectas AB y DE, BC y EF, CD y FA, se hallan 
en una recta. 

11.205. Sea N el punto de intersección de 
la recta 4,4, con la circunferencia, distinto 
de 4,. Apliquemos al hexágono ABCC,NA, 
(posiblemente, con puntos múltiples) el teore- 
ma de Pascal (problema 11.204). Los puntos de 
intersección de las rectas AB y C¿N, BC y 
'NA, (punto A,), CC, y AA, (punto M) se 
hallan en una recta. Por consiguiente, AB 
y C¿N se intersecan en el punto C;. 

11.206. Sean dadas dos rectas mutuamente 
perpendiculares, o sea los ejes x e y del sistema 
de coordenadas rectangulares. Entonces, las 
alturas del triángulo se sitúan en las rectas 
y = kiz (i = 1,2, 3); los lados del triángulo 
en este o deben tener los coeficientes angu- 


es decir, 


lares — E Y de la condición de pertenencia 
de los vértices (x;, y;) a las alturas encontra- 
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mos las razones de los términos libres c; 
en las ecuaciones de los lados k;¡y + x= 
= €: (1 = kiYa + Ta, Ca = koYs + Lg Ya = 


Ya = k3t3 => -. = > etc. Siendo ade- 
2 3 

cuada la elección de la unidad de longitud, 

se puede adoptar c; = > donde k = 

= k,k,k,. Los puntos de intersección de la recta 
k; ; e E: 

ky+x= FR con los ejes: (0, +5) y 

k; A 
(> 0) el punto medio (P,) del seg- 
k; 
mento comprendido entre ellos es ( FED > 


ae 
2 (kk; 


1 1 
PiPo es igual a (ia ES +) : 
) = (%, — k,):(kk, — 





? 


ll El coeficiente angular de la recta 


, kz En ky 
XA 2(k-+ ko) 2 (+ ky) 
—kk,)= — +. Justamente iguales serán 
los coeficientes angulares de las rectas P,Py 
y P¿P,. Por eso P,, P,, Py se hallan en una 
recta (su ecuación es: ky + x= 1/2). 
Observación. Al unir con ayuda de rectas 
el punto A de intersección de las alturas del 
triángulo con los puntos P,, P,, Py, obtenemos 
un corolario interesante. Supongamos que 
Aj, Ag, %¿ son los ángulos del triángulo enu- 
merados en sentido contrario a las agujas del 
reloj, a,, a,, az son las rectas, en las cuales 
yacen los lados opuestos a éstos; por el punto 
H pasan tres rectas p,, Pa, Pa de modo que los 
ángulos entre Pp, Y Ps, P3 Y Pi, P1 Y Palcontados 
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en sentido contrario a las agujas del reloj) 
son iguales, respectivamente, a Q%;, Az, Ag. 
Entonces, los puntos de intersección de p, 
cOn 4,, Pz CON Az, Pg CON ag se sitúan en una 
recta. Se propone que el lector examine los 
casos particulares de este teorema (muchos 
de éstos son unos hechos geométricos bellos y 
están lejos de ser evidentes) y lo compare con 
el problema. 

Una observación más: en nuestro problema, 
en vez de los puntos medios de los segmentos 
separados en los lados del triángulo, sería 
posible tomar los puntos que los dividen en 
.-razones iguales. Estos puntos también estarán 
dispuestos en una recta. 

11.207. Para determinar los ángulos del 
triángulo A,B,C,, aprovéchese que los puntos 
P, A,, B,, C, se hallan en una circunferencia 
(lo mismo se hace para otras cuaternas de pun- 
tos). Si P es interior al triángulo ABC, entonces 
ZA¡C¡B, = LAsC73B, = LAPB — LACB. 
Para el triángulo escaleno ABC existen ocho 
puntos diferentes P tales que los triángulos 
correspondientes A,B,C, y A2B,C, son seme- 
jantes al triángulo ABC (además, el triángulo 
A¿B,C, es igual a éste). Al mismo tiempo, 
seis puntos son interiores a la circunferencia 
circunscrita alrededor del triángulo ABC y 
dos, fuera de ésta. 

11.208. Las rectas examinadas son media- 
trices trazadas hacia los lados del triángulo 
A,B;,C;. 

11.209. Designaciones: ABC, el triángulo 
dado; M, el punto que se halla a la distancia d 
respecto del centro de la circunferencia cir- 
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cunscrita alrededor del triángulo ABC; A,, 
B,, C,, los pies de las perpendiculares bajadas 
desde M sobre BC, CA, AB; Az, Ba, Co, los 
puntos de intersección de AM, BM, CM, 
respectivamente, con la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del AABC; a, bd, c, los 
lados del AABC; a,, b,, Ci, Aa, Do, Co, los 
lados de los triángulos A,B,C, y A»2BxCo, 
respectivamente; S, S, y S,, respectivamente, 
las áreas de estos triángulos. Tenemos: 


a, =|AM| sen A=|AM| 57 . (1) 


De manera análoga se encuentran b, y C;. 
A partir de la semejanza de los triángulos 
B¿MC;, y BMC obtenemos: 

a ¡CM| IBM| * 





Para y = las razones serán análogas. Los 
triángulos A,B,C, y 4,B,C, son semejantes 
(véase el problema 11.207); además, 

Sg __ Agbaca 

Sabe ? (3) 

Al tomar todo esto en consideración, ten- 

dremos: 
(2)= Si SÍ _ ajbici  ajbges 











S S3 "53 aBb3ca  a3b3ca — 
(1 y 14M|21BM|? [CM|2 a%%02 y 
= (2) tb 
2 2 2, |1B2M | [C3M | 
= (275) IAMPIBMPAMP amy * 
¡AQgM| — 2 E 
< BM] = (ar bl 
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(En la segunda igualdad se ha usado la seme- 
janza del AA,B,C, y AA2B.C, y la igualdad 
(3); en la tercera igualdad, las fórmulas (1); 
en la cuarta, las fórmulas (2)). Observación. 
Cuando d = R, el área del triángulo formado 
por los pies de las perpendiculares resulta ser 
igual a cero, es decir, estos pies se disponen 
en una recta. Esta última se llama recta de 
Simson (véase el problema 11.153). 

11.210. La afirmación se deduce de un 
hecho más general: si en los lados del triángulo 
están construidas unas circunferencias de modo 
que sus arcos dispuestos fuera del triángulo 
suman 4x o bien 211, estas circunferencias tie- 
nen un punto común (en nuestro caso en cali- 
dad de semejante triángulo puede tomarse el 
triángulo con vértices en los puntos medios 
del AABC y demostrar que las tres circun- 
ferencias que pasan por los puntos medios de 
AB, AC y AD; BA, BC y BD; CA, CB y CD, 
tienen un punto común). 

11.211. La afirmación se Asdles del hecho 
siguiente. Supongamos que una circunferencia 
arbitraria corta los lados del ángulo con el 
vértice N en los puntos A, B y C, Di; las 
perpendiculares levantadas hacia los lados del 
ángulo en los puntos A y D, se intersecan en 
el punto K, mientras que las perpendiculares 
levantadas en los puntos B y C, concurren en 
el punto £. Entonces, las rectas NK y NL 
son simétricas respecto a la bisectriz de este 
ángulo. En efecto, ZANK = ZADK (los 
puntos A, K, D y N se hallan en una misma 
circunferencia). Precisamente de la misma 
manera Z¿LNC = ZLBC. A continuación, 


315 


ZADK = 90 — ZADN = 90” — ZNBC = 
= ZLBC. (Se suponía que el cuadrilátero 
ABCD no tiene puntos múltiples). 

11.212. Supongamos que A, B, C, D son 
los puntos dados, D, es el punto de intersec- 
ción de las rectas simétricas a las rectas AD, 
BD y CD respecto a las bisectrices correspon- 
dientes del AABC. En el problema anterior 
se ha demostrado que las circunferencias de 
pedal de los puntos D y D, respecto al AABC 
coinciden. Supongamos que las rectas simé- 
tricas a las rectas BA, CA y DA respecto a 
las bisectrices correspondientes del ABCD, 
se intersecan en el punto A,. No es difícil 
demostrar que A, y D, son simétricos entre sí 
respecto a la recta CB. Por consiguiente, las 
circunferencias de pedal de los puntos D 
(o D,) respecto al AABC y A (o Aj) respecto 
al ABCD pasan por el punto medio de D,A,. 
Al determinar de manera análoga los puntos B, 
y C,, descubrimos que cada una de las cir- 
cunferencias de pedal examinadas pasa por 
los puntos medios de los segmentos correspon- 
dientes que unen los puntos 4,, B,, C, y D,. 
De tal modo el problema se ha reducido al 
problema 11.210. 

11.213. Supongamos que B, y C, son 
puntos diametralmente opuestos a los puntos 
B y C; M es el segundo punto de intersección 
de BB, con la circunferencia circunscrita 
alrededor del AABC, C; es el punto de inter- 
sección de AB y C¿M. Según el teorema de 
Pascal (problema 11.204) aplicado al hexágono 
AB.CMBC,, los puntos O (centro de la cir- 
cunferencia), B, y C, se hallan en una recta, 
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es decir, C; coincide con C,. Pero 4 BMB, 
ÉS ZBMB, = = 905, ZCMC, = = ZCMC, = = 
= 907; por lo tanto M es uno de los puntos de 
intersección de las circunferencias con los diá- 
metros BB, y CC,. Sea N el segundo punto de 
intersección de estas circunferencias. Su cuer- 
da común MN contiene el punto de intersec- 
ción de las alturas del triángulo ABC, o sea, 
el punto H (problema 11.19). Si BB, es la 
altura del AABC, entonces | MH |-| AN | = 
=|BH |-|HB,| Por consiguiente (véase 
el problema 11.164), N se halla en la circun- 
ferencia de los nueve puntos del AABC. 
11.218. Supongamos que el radio de la 
circunferencia es igual a r y los ángulos entre 
los radios vecinos, trazados hacia los puntos 
de tangencia en orden del recorrido, son 
iguales a 2a, 28, 2y, 286 (a 4 B+yp+Ó6= 
= n). Entonces 


= 131? (tga + tg + tg y + te 6). (1) 


Los lados del cuadrilátero serán iguales (en- 
contraremos uno de ellos) a r (tg a + tg B) = 
| sen (a +PB) 


= rr ——, etc. Puesto que 
cos acos f * 


sen (a + f) = sen (y +6), sen (P + y) = 
.= sen (a + 6), la fórmula dada en la condi- 
ción se reduce a la forma 

S=r2 sen (a + $) sen (BH y) sen (y +4) , (2) 


cos a cos $ cos y cos Ó 


Nos queda demostrar la igualdad de los segun- 
dos miembros de (1) y (2) a condición de que 
a+p+y+ób=x. 
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11.219. ¡Demostremos que Saya = 
ad : JAM —_ ¡ENI 
= Sguc + Samp: Si TAB — TND A, 
entonces Sauce =(1— A) Sac: Samo = 
= AS gap. Por otra parte, al designar por 
hi, ha y h las distancias desde C, D y N hasta 
AB, hallaremos que h= 4h, + (1 — 4) h,. 
5 14B|:h = 

1 1 
=1S 14B1h, + (1-14) 3 1AB| li = 
= Mago + (1 — M Space = Sam + 


BMC: 

11.221. Los ángulos comprendidos entre 
los lados, así como entre los lados y las diago- 
nales del cuadrilátero Q, se expresan a través 
de los ángulos entre los lados y entre los lados 
y las diagonales del cuadrilátero Q,. (Las dia- 
gonales del cuadrilátero Q, son perpendicula- 
res a las diagonales correspondientes del cua- 
drilátero Q, y pasan por sus puntos medios.) 

11.222. Examínense los paralelogramos 
ABMK y DCML y demuéstrese que K£ divi- 
de DA en la misma razón que el punto N, y la 
recta MN es la bisectriz del ángulo KML. 

11.223. Demostremos al principio que las 
diagonales del cuadrilátero dado se dividen 
en el punto de intersección por la mitad, es 
decir, que el cuadrilátero es un paralelogramo. 
Sea ABCD el cuadrilátero dado; O, el punto 
de intersección de las diagonales. Supongamos 
que |BO|<|0OD|, |40|<|0C |; exa- 
minemos el A0A,B,, simétrico al AOAB 
respecto del punto O; es evidente que el radio 
de la circunferencia inscrita enel AOA,B, 


Por consiguiente, Sirny = 
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es menor que el radio de la inscrita en el 
AOCD, pero según la condición éstos son 
iguales. Así, pues, O es el punto medio de 
ambas diagonales. Demostremos que todos los 
lados del cuadrilátero son iguales. Hagamos 
uso de la fórmula S = pr (S es el área, p, 
el semiperímetro y r, el radio de la circun- 
ferencia inscrita en el triángulo). Puesto que 
en el AABO y el ABOC las áreas y los radios 
de las circunferencias inscritas son iguales, son 
iguales también sus perímetros, es decir, 
|AB|=|BC |. 

11.224. De manera análoga a como esto 
se ha hecho en el problema anterior, demués- 
trese que el punto de intersección divide las 
diagonales del cuadrilátero por la mitad. 

11.225. Del enunciado del problema se 
deduce que ABCD (fig. 38) es un cuadrilátero 


B 


A 
<J 


Ay C; 
| Fig. 38 


convexo. FExaminemos el  paralelogramo 
ACC,¡A,, en el cual los lados AA, y CC, son 
iguales y paralelos a la diagonal BD. Los tri- 
ángulos ADA,, CDC, y C,DA, son iguales a 
los triángulos ABD, BCD y ABC, respectiva- 
mente. Por consiguiente, los segmentos que 
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unen D con los vértices A, C, C,, Ay, dividen 
el paralelogramo en cuatro triángulos, en los 
cuales los radios de las circunferencias inscri- 
tas son iguales. Si O es el punto de intersección 
de las diagonales del paralelogramo ACC,A, 
entonces D ha de coincidir con O (si D, por 
ejemplo, es interior al ACOC,, el radio de la 
circunferencia inscrita en el AADA, es mayor 
que el radio de la circunferencia inscrita en el 
AAOA, y tanto más en el ACDC,). De esta 
manera, AÁBCD es un paralelogramo, pero, 
además, del problema 11.223 se deduce que 
ACC, A, es un rombo, es decir, ABCD es un 
rectángulo. 

11.226. La condición necesaria y suficien- 
te de que se cumplan los cuatro puntos es la 
igualdad | AB |-[CD | = | AD |-| BC ]. Para 
los puntos a) y b) eso se deduce del teorema de 
la bisectriz del ángulo interior del triángulo; 
para los puntos c) y d), del resultado del pro- 
blema 1.234. 

11.227. Sea ABCD el cuadrilátero dado. 
Supongamos que los ángulos A y D son obtu- 
sos; B y C, agudos. Designemos los pies de las 
perpendiculares bajadas desde el vértice A, 
por M y N, y desde el vértice C, por K y L 
(fig. 39, a); R es el punto de intersección de 
MN y LK. Notemos que A, K, N,C, L, M 
se hallan en una circunferencia con diá- 
metro AC. Mostremos que MXKUJ|LN: 
LMKL= MAL = 90 —-Z2B=ZKCB = 


= ZKLN. De esta manera, Ba na 


HH >_—_ —— a 
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q cos (£A—Z.B) 

— sen(ZA+ZB-—90%) * 
y Qson los pies de las perpendiculares 
bajadas desde el vértice B, y S, el punto 
de intersección de MN y PO (fig. 39, b). 
Puesto que ZPNB=ZPAB=ZC, en- 
tonces PN ||DC, es decir, MONP es un 


Ahora, sea que P 





Fig. 39 


trapecio (ANBP es un cuadrilátero ins- 
crito, con diámetro AB). De esta manera, 


¡MS| _ |MQ| _ JAB| cos(£A+ £D—180%) _ 
1SN| — ¡PN| " |AB|sen(ZB+ZA—90% 
cos (L£A— LB) 


—= Sn ZAPZB=9000 * (Nos hemos valido de 


que MQ es la proyección de AB sobre DC; 
el ángulo entre AB y DC en igual a ZA + 
+ ZD — 180%). Así, pues, los puntos R y £ 
dividen MN en una misma razón, es decir, 
ellos coinciden; por lo tanto, las tres rectas se 
cortan en un punto. Ahora es fácil mostrar 
que las cuatro rectas concurren en este mismo 
punto. 
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11.228. Flallemos en qué razón BC divide 
.MN. Esta razón es igual a la razón ZmOB 
CBN 


ls De manera análoga, la 
= BN cos LOBA * ga, 
razón, en que AD divide MN, es igual a 


|AM| cos Z BAD 
1ND| cos ZADC * Pero estas razones son igua- 


les, ya que ZBCD = ZBAD, “¿CBA = 
=/CDA yel A AMC es semejanteal A DNB. 

11.229. Tomemos el punto M, de modo que 
BCMM, sea un paralelogramo. M, se halla 
en la circunferencia que pasa por los puntos 
B, M y A. Puesto que |AM,| =|DM| 
(ADMM, también:es un paralelogramo), )os 
triángulos CDM y BAM, son iguales, es decir, 
el radio de la circunferencia circunscrita alre- 
dedor del ACDM es igual a R. Será el mismo 
el radio de la circunferencia circunscrita alre- 
dedor del AADM. 

11.230. Designemos por K y £ los puntos 
de tangencia de la circunferencia dada con las 
rectas AB y AD. Para concretar, supongamos 
que K y L son interiores a los segmentos AB 
y AD. En la recta CB tomemos el punto P 
de modo que |BP|=|BXK|] y B se halle , 
entre P y C, y en la recta CD, el punto Q, 
que |DO|=|DL| y D esté entre C 
y Q. Tenemos: |CP|=|CB|+|BK|]= 
="|CB|+1AB|—|4AK]|=|CQ]. La 
circunferencia que pasa por P y Q y es tan- 
gente a las rectas CB y CD, corta BD en tales 
puntos M, y N,, para los cuales se cumplen 
las igualdades | BM, |-|BN,|=|BM|x 
Xx 1BN |; 1CN¡|:|CM,|=1CN |-1CM1. 
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De estas igualdades se puede obtener que M, 
y N, coincidirán con M y N. De manera análo- 
ga se examinan otros casos de disposición de 
los puntos. El análisis sucesivo de las varian- 
tes se evita indicando en las rectas AB, BC, 
CD y DA las direcciones positivas y exami- 
nando los segmentos dirigidos en estas rectas. 

- 11.231. Para concretar, supongamos que 
B y D se hallan en el interior de la circunfe- 
rencia. Designemos por P y Q los puntos de 
intersección de la recta BD con la circunferen- 
cia (P es el más próximo a B) y por £, el punto 
de intersección de CB con la circunferencia; 
l es la tangente a la circunferencia que pasa 
por C. 

Pmineños el triángulo PCN, desde 
cuyos vértices parten las rectas PQ, NM y 1. 
Usando el teorema de Ceva (problema 11.44) 
y razonando de la misma manera que en el 
problema 11.49, obtenemos que la condición 
necesaria y suficiente para que las rectas 
PQ, NM y 1 se intersequen en un punto, es el 
cumplimiento de la igualdad 

IPM| _1CQ1 ¡INCL _y (1) 
IMC] — 1QN]| — |1CP] — 


Por otra parte, en el hexágono ALPMCO 
las diagonales AM, LC, PQ se intersecan en 
un punto. Por consiguiente (véase el proble- 
ma 11.49), 


VAL |-|PM|:1CQ |=|LP |-| MC |-10Q4 | 
| (2) 
Es evidente que |NC|=|AL|, |QN | = 
=|L£P |, |CP|=|0A |]. De esta manera, 
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de la validez de la igualdad (2) se deduce la 
de la igualdad (1). 

- 11.232. 1. Puesto que O, es el centro de la 
circunferencia inscrita en el triángulo ABC, 


entonces ¿BO,A = 90* +3 ZBCA  (pro- 


blema 1.46). Por lo tanto, 4BO,A = ZBO,A 
y el cuadrilátero ABO,O, es inscrito (fig. 40, a); 





por consiguiente, el ángulo adyacente al 
ZBO¡O, es igual al ZBA0,= BAD. 
Análogamente, el ángulo adyacente al 4. BO,0, 
es igual a 7ZBCD. Pero +(LBAD + 


+ £BCD) = 90%; por tanto, 40,0,0, = 90". 

2. Para demostrar la segunda parte mostre- 
mos al principio que la distancia desde el 
vértice del triángulo hasta el punto de inter- 
sección de las alturas se determina por comple- 
to por la magnitud del ángulo en este vértice 
y por el largo del lado opuesto, a saber 


(fig. 40, b): ICH |=1CB | 7044 = 
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_1AB] 
E sen a 
el cuadrilátero ABCD es inscrito, entonces 
|AH,| =]|BH,| y 486,1 BH; por consi- 
guiente, ABH,H;, es un paralelogramo. De 
este modo, el punto de intersección de AH, 
y BH; divide AH, y BH; por la mitad. Al 
examinar otros paralelogramos, obtenemos que 
los segmentos H,A, H¿B, H,¿C, H,D se inter- 
secan en un punto (M) que los divide por la 
mitad, es decir, los cuadriláteros ABCD y 
H,H,H,H, son centralmente simétricos res- 
- pecto al punto M (fig. 40, c). 

11.233. Si los lados del triángulo ABC 
opuestos a los vértices A, B y C son iguales 
a a, b y c, respectivamente, mientras que los 
ángulos ADB, BDC y CDA son iguales a 
a, PB y y (suponemos que a + f + y = 2x0), 
las distancias a partir del punto D hasta los 
puntos de intersección de las alturas de los 
triángulos ADB, BDC y CDA son iguales a 
los valores absolutos de las magnitudes c ctg a, 
a-ctg P, b ctg y (véase la solución del proble- 
ma 11.232). No es difícil cerciorarse de que el 
«área del triángulo con vértices en los puntos 
de intersección de las alturas de AADB, 


ABDC y ACDA será igual a > cotga X 


-X actg B sen B +34 0tg B-b ctg y sen C + 


+5 bete y - c ctg asen A = Saro X 


Xx (ctg a ctg P + ctg $ ctg y + ctg y ctg a) = 
=.S Asc, Puesto que la expresión entre parén- 
'tesis es igual a 1. (Demuéstrese esto tomando 
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cosa = | AB|ctga. Puesto que 





en consideración que a + $ + y = 21). De 
manera análoga se examinan otros casos de 
disposición del punto D (cuando uno de los 
ángulos a, $, y es igual a la suma de los 
dos otros). 

11.234. a) Supongamos que ABCD es el 
cuadrilátero dado, R y Q son los puntos de 
tangencia de las circunferencias inscritas en 
el AABC y el AACD, respectivamente, con 
la recta AC. Entonces (véase el problema 1.18), 


IRQ|=1140—1AR||=>5 1(14B | + 
+1AC|—1BC |) — (14D | + 140 | — 
10D) 1= E 11A4BI+1CD |— | AD |— 


— | BC ||. Puesto que ABCD es un cuadrilá- 
tero circunscrito, resulta que | 4AB|+|CD |= 
= |AD]|+|82C |, es decir, | RQ | = 0. 

b) Si K, L, M, ÑN son los puntos de tangen- 
cia de la circunferencia con los lados del 
cuadrilátero, y K,, L,, M,, N, son los puntos 
de tangencia de las circunferencias inscritas 
en el AABC y el AACD (fig. 41), entonces 
N,K, I|NK, M,L, || ML. Demostremos que 
también K,L, || KL, N,M, || NM. Como las 
circunferencias inscritas en el AACB y el 
AACD son tangentes una a otra en la diago- 
nal en el punto P, resulta que | AN, | = 
= JAP |=|4M |, es decir, N,M, || NM. 
Por consiguiente, el cuadrilátero K,L,¡M¡N,, 
al igual que el cuadrilátero KLMN, es ins- 
crito. 

11.235. Supongamos que (fig. .42, a, b) 
O,, O,, Os, O, son los centros, respectivamen- 
te, de las circunferencias inscritas en AABC; 
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ABCD, ACDA y ADAB. Puesto que 0,0,050, 
es un rectángulo (véase el problema 11.232), 
entonces |0,03 | = 10,04 |. Si K y L son 





Fig. 41 


los puntos de tangencia de las circunferencias 
inscritas en el AABC y el AACD, con AC, 


AER 


Fig. 42 
entonces | KL | = FI1|AB1+1CD |— 
—|BC|—|AD|| (véase la solución del 


problema 11.234). Análogamente, si P. y Q 
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son los puntos de tangencia de las circunfe- 
rencias correspondientes con BD, entonces 
|IPO | = | KL |. Tracemos por Oj, la recta 
paralela a AC hasta que se interseque con la 
prolongación de O,K. Obtenemos el A0,0¿M, 
de manera análoga construiremos el AO,O¿R. 
Estos dos triángulos rectángulos son iguales, 


ya que tienen | 0,0, | = 10,04 |, |0¿M | = 
=|KL|=|PO|=|O,R |. Por  consi- 
guiente, |O,M | =]|O,R |; pero |0,M | es 


igual a la suma de radios de las circunferencias 
inscritas en el AABC y el AACD, mientras 
que | O,R | es igual a la suma de radios de las 
circunferencias inscritas en el AACD y el 
ABDA (véase también el problema 11.315). 

11.236. Supongamos que en el cuadrilátero 
ABCD (fig. 43) |JAB|=a, |BC]=0b, 


144 
B D 
K M 
Á 
Fig. 43 


ICD|=c,|DA|=d, | 4AC|=m,| BD |= 
= n. Construyamos en el lado 4B hacia el 
exterior el triángulo AKB semejante al tri- 
ángulo ACD; además, ZBAK = ZDCA, 
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ZABK = ZCAD y enel lado AD construya- 
mos el AAMD semejante al AABC, LDAM = 
= ZBCA, ZADM = ZCAB. A partir de la 
semejanza correspondiente obtenemos: |AK |= 


=£, ¡AM|=L, |KB|=1DM|= 


da z. Además, ZKBD + ¿MDB= ZCAD+ 


+ ZABD + ZBDA + ZCAB = 180%, es 
decir, el cuadrilátero KBDM es un paralelo- 
gramo. Por lo tanto, | KM | = | BD | = n. 
Pero Z¿KAM=LZA+C. Según el 
teorema de los cosenos para el AKAM 
ac y? bd y? ac bd 
tenemos: n? =(£) +(%) — A) Xx 
X cos (A + C), de donde  m?*n? =a%c? 4 
+ b?d? — 2abcd cos (A + C). 

11.237. La afirmación del teorema de To- 
lomeo es el corolario del teorema de Bretschnei- 
der (véase el problema 11.236), puesto que para 
el cuadrilátero inscrito ZA + ZC = 180". 

11.238. Si MB es el mayor de los segmentos 
|MA |, | MB |, | MC |, entonces, al aplicar 
el teorema de Bretschneider (problema 11.236) 
al cuadrilátero ABCM, obtenemos que | MB |*= 

'=|MA + |MC P— 2] MA |-| MC |] x 
Xx cos (AMC + 60%), es decir, |MB |< 
<|MA | + | MC |, puesto que AMC H 
+ 120". 

11.239. Al sustituir en la expresión 


toglys + lento 7 taytes (1) 


los segmentos de las tangentes por las fórmu- 
las obtenidas durante la solución del proble- 
ma 1.201, cerciorémonos de que, si la correla- 
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ción (1) se cumple para ciertas circunferencias 
a, B, y y Ó que son tangentes a la circunferen- 
cia dada en los puntos A, B, C y D, respectiva- 
mente, entonces la misma se cumple para 
cualesquiera circunferencias de este tipo.Queda 
por verificar la validez de la correlación (1) 
para algún caso particular. Si a, P, y y 6 
son circunferencias de radio cero, obtenemos 
el teorema de Tolomeo corriente (problema 
11.237). Es posible, para no alegar el teorema 
de Tolomeo, tomar las circunferencias a y Ó 
de radio cero, las circunferencias f y y tangen- 
tes tanto a la circunferencia circunscrita alre- 
dedor del cuadrilátero ABCD, como tangentes 
a la cuerda AD. En este caso la validez de la 
correlación (1) se comprueba fácilmente. De 
aquí, en correspondencia con la observación 
hecha, deriva su validez en todos los casos 
(con esto también queda demostrada simultá- 
neamente el teorema de Tolomeo corriente). 

11.240. Al demostrar nuestra afirmación, 
valgámonos del procedimiento llamado «dila- 
tación» de circunferencias. La esencia de este 
procedimiento consiste en lo siguiente. Sea 
que dos circunferencias, por ejemplo, a y B, 
son tangentes a cierta circunferencia 2 exte- 
riormente. Examinemos las circunferencias 
a', P" y 2”, concéntricas a a, $ y 2, respectiva- 
mente. Además, si el radio de la circunferen- 
cia 2' es mayor que el radio de la circunfe- 
rencia 2 en la magnitud x, y los radios de 
las circunferencias a” y f” son menores que 
los radios de a y f en la misma magnitud y 
(x es suficientemente pequeña), las circun- 
ferencias a” y PB” serán tangentes a la circun- 
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ferencia 2” exteriormente y la tangente exte- 
rior común a las circunferencias a' y Pf” es 
igual a la tangente exterior común a las cir- 
cunferencias a y fP. De la misma manera se 
examina el caso, en que a y f son tangentes a 
Y por el interior. Pero si a y Pf son tangentes 
a 2 una por el exterior y la otra por el interior, 
al aumentar el radio de 2, el radio de la pri- 
mera disminuye y el de la segunda, crece, al 
mismo tiempo la tangente interior común a las 
circunferencias a y P” no varía. 
Examinemos, para concretar, el caso, en 
que en la igualdad (*) (véase la condición del 
problema) figuran sólo los segmentos de las 
tangentes exteriores comunes. (Notemos que 
ninguna de las circunferencias puede encon- 
trarse en el interior de otra.) Demostremos que 
las circunferencias a, P, y y Ó son tangentes 
a cierta circunferencia 2 de modo igual: todas 
ellas la tocan por el exterior o bien por el inte- 
rior. Supongamos que no todos los radios de 
las circunferencias a, f, y y Ó son iguales 
entre sí (el caso de radios iguales se examina 
fácilmente por separado) y, para concretar, 
ra, el radio de la circunferencia a, es el míni- 
mo. Examinemos las circunferencias a”, P', 
y”, 6”, donde a” es la circunferencia de radio 
cero, o sea el punto que coincide con el centro 
de la circunferencia q, mientras que Pf”, y”, 
$” son las circunferencias concéntricas a las 
circunferencias P, y, Ú con radios reducidos 
en la magnitud r,. Para los razonamientos 
ulteriores sirvámonos de la afirmación siguien- 
te, designándola con la letra (T): si P' 
y", Ó' son tres circunferencias, ninguna de las 
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cuales es interior a otra y por lo menos una 
de ellas no tiene radio cero, existen precisa- 
mente dos circunferencias 2, y 23, cada una 
de las cuales es tangente a las circunferencias 
B”, y” y S” de manera igual (T). E 

Regresaremos a esta afirmación al final de 
la resolución. 


En las circunferencias 2, y 2, tomemos los 


e E ge 
puntos a, y a, de tal manera que 2% = 
010' 
top to gr e € 
= =%=-—=h; además, %, y Az se si- 


tab" arg 

túan en los arcos que no contienen los puntos 
de tangencia a la circunferencia y”. Para tres 
cuaternas de circunferencias (a, P”, y”, 0), 
(%,, PB”, y”, 0), (%, PB”, y, 0") se cumple la 
correlación (*); para la primera, es la afirma- 
ción de nuestro problema, para las demás dos, 
esto se hace sobre la base de la afirmación del 
problema 11.239. (a”, a,, a, son circunferen- 

cias de radio cero.) Por consiguiente, 
tag _ tape _ twpr e 

a by baja 

Pero el lugar geométrico de los puntos M, 
para los cuales la razón entre las tangentes y 
dos circunferencias fijas es constante, es una 
circunferencia (véase el problema 1.11). Por 
consiguiente, %,, %, y ” pertenecen tanto al 
lugar geométrico de los puntos, para los cuales 
la razón entre las tangentes trazadas a las 
circunferencias P' y Ó' es igual a A, como al 
lugar geométrico de los puntos, para los cuales 
la razón entre las tangentes trazadas a las 
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circunferencias P' y y” es igual a u. Pero esto 
significa que a” ha de coincidir con a, O Aj. 

- Supongamos que a, y %, coinciden. Demos- 
tremos que en este caso las circunferencias de- 
terminadas por los parámetros A y y se tocan. 


Tomémos 4 HA, pero suficientemente próxi- 
mo a A, A determinará en 2, y 23, dos puntos 


ru ru PAY ap” ru 
A; Y %%,, para los cuales 4 = q =4 
010* 30 
Encontremos: pu = AE = E, Por con- 
01 Y" Y” 


siguiente, las circunferencias que corresponden 
a los parámetros A y u, tienen la cuerda común 


1858 IS ra dl A 
A¡%z. Si A=>A, entonces uy — pu, | ayas | —> 
—> 0, es decir, las circunferencias que corres- 
ponden a los parámetros A y u, entran en con- 
tacto en el punto a, = %,. De esta manera, 
a', P”, y” y Ó' son tangentes a 2, 0 22. «Dila- 
tando», respectivamente, 2, o 2, en la magni- 
tud +r,, obtenemos que a, P, y y Ó son tan- 
gentes a cierta circunferencia o recta (23, o 2, 
' pueden ser una recta) o tienen un punto común. 
Si en la igualdad (*) algunos de los seg- 
mentos son segmentos de tangentes interiores 
comunes, es necesario demostrar la existencia 
- de la circunferencia 2 que es tangente a a, f, 
y y Ó y de otra tal, que aquellas de las circun- 
ferencias a, P, y y 8, para las cuales en la 
igualdad (*) figura la tangente interior común, 
son tangentes a 2 de modos diferentes. De 
manera correspondiente tiene que cambiarse 
la afirmación (T). 
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Volvamos a la afirmación (T). Haciendo la 
«dilatación», es posible reducir la afirmación 
al caso, en que una de las circunferencias Pf”, 
y”, Ó' tiene radio cero, o sea es un punto. El 
lector instruido de lo que es la «inversión», de- 
mostrará fácilmente que la afirmación (T) 
ahora resulta ser equivalente a la afirmación 
de que cualesquiera dos circunferencias no 
dispuestas una en el interior de la otra tienen 
precisamente dos tangentes exteriores comu- 
nes. (Véase el Apéndice). Observación. Si tres 
de las cuatro circunferencias dadas «a, $, y, Ó 
tienen radio cero, o sea son puntos, se puede 
simplificar sustancialmente la demostración. 
Hágase por su cuenta. En lo ulterior (véase el: 
problema 11.287) necesitaremos precisamente 
este caso particular. 

11.241. Muéstrese que cada una de estas 
condiciones es necesaria y suficiente para 
que exista una circunferencia inscrita en el 
cuadrilátero ABCD (véase también el proble-: 
ma 1.19). 

11.242. Muéstrese que cid una de estas 
condiciones es necesaria y suficiente para que 
exista una circunferencia que es tangente a 
las rectas AB, BC, CD y DA, cuyo centro se 
halla fuera del cuadrilátero ABCD. 

11.243. Supongamos que ABCD es un cua- 
drilátero circunscrito, O, el centro de la circun- 
ferencia inscrita, M,, el punto medio de AC, 
M,, el punto medio de BD, r, el radio de la 
circunferencia (las distancias desde O hasta 
los lados son iguales a r), 2,, Y,, 21, Uy SOM, 
respectivamente, las distancias desde M, has- 
ta AB, BC, CD, DA; Lo, Ya) Za, Ug SON, respecti- 
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vamente, las distancias desde M, hasta los 
mismos lados. Puesto que | 4B | +|CD | = 
= |BC| + |DA |, entonces |AB|r — 
—|BC|r4|CD|r—|DA |r=0. Ade- 
más, |AB|x, — |BCly, + |1CD|z, — 
— [DA |u=0, ¡AB |x, — 1BC|ys + 
+ |CD|z,— |DA Ju, =0, pero precisa- 
mente esto significa que los puntos O, M,, M, 
se hallan en una recta (véase la observación al 
problema 11.22). Precisamente de la misma ma- 
nera se examinan otros casos de disposición de 
.los puntos A, B, C y D y del centro de la 
circunferencia. En este caso hay que hacer 
uso de las relaciones que surgen entre los 
segmentos | AB |,| BC |, | CD |, | DA | (véase 
los problemas 11.241, 11.242) y, como se ha 
dicho en la observación del problema 11.22, 
si cualesquiera dos puntos se encuentran dis- 
puestos por diferentes lados de alguna recta, 
a las distancias correspondientes hay que 
atribuirles signos diferentes. 

11,244. Designemos por L y P, respectiva- 
mente, los puntos de intersección de las rectas 
AM y AN con la circunferencia. Como se dedu- 

-ce del problema 11.204, las rectas BL, DP y 
MN se cortan en un punto. Pero BL y DP 
son diámetros que se intersecan en el centro de 
la circunferencia, por consiguiente, MN pasa 
por el centro de la misma. 

11.245. Aplíquese el teorema de Pascal 
(problema 11.204). 

11.246. Supongamos (fig. 44) que P es el 
“punto de intersección de las diagonales y K, 
L, M, ÑN son los pies de las perpendiculares 
bajadas desde P sobre AB, BC, CD y DA, 
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respectivamente. Puesto que PKBL es un 
cuadrilátero inscrito, ZPKL = ZPBC; aná- 
logamente LPKN = ZPAD, pero ZPBC = 
= ZPAD, ya que éstos se apoyan sobre un 





Fig. 44 


mismo arco. Por consiguiente, KP es la bisec- 
triz del ángulo NXL; por eso, las bisectrices 
de los ángulos del cuadrilátero KLMN se cor- 
tan en el punto P que es precisamente el cen- 
tro de la circunferencia inscrita en el cuadrilá- 
tero KLMN. Ahora supongamos que las dia- 
gonales AC y BD son mutuamente perpendicu- 
lares, R es el radio de la circunferencia dada, 
d, la distancia de P hasta su centro, | AP | Xx 
MPA RE AE, 

El radio de la circunferencia buscada r 
es igual, en particular, a la distancia desde P 
hasta KL. Al designar ZKLP = ZABP = 
= a, LPBC = f, encontramos: r =|PL | x 


sena =|PB|.senfsena = |PB| Ei X 


|BC| 
API |PB| |4C| 
a WAX ar sar * 
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sen (4 PB) 2 am. 2bABC : 
A MA AS 
_PO no ta: 2-2 
=p 7: Respuesta: — 


11.247. Supongamos (fig. 45) que ABCD 
es el cuadrilátero dado, P es el punto de inter- 
sección de las diagonales, K es el punto medio 





Fig. 45 


de BC y L es el punto medio de AD. Demostre- 
mos que la recta LP es perpendicular a BC. 
Al designar por M el punto de intersección de 
LP con BC, obtendremos: ZBPM = ZLPD = 
= ZADP = Z PCB. Por consiguiente, PM |. 
1. BC. Por lo tanto, OK || LP. De manera 
análoga PK || LO y KOLP es un paralelogra- 
mo, | LK [? + |PO [P =2(|LP P + | PK [?)= 
ÉS qn 4140) 2R?. (Si las cuerdas AD 
y BC se desplazan de manera que tengan 
un extremo común, y los arcos correspon- 
dientes prolonguen uno a otro, se formará un 
triángulo rectángulo con los catetos | AD | y 
IBC | y la hipotenusa igual a 2R; por lo 
tanto, | AD |? + | BC |? = 4R?.) Por conse- 
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cuencia, | LK ¡4 = 2R? — q? y los puntos L 
y K se hallan en la circunferencia con el centro 
en $ que es el punto medio de PO, y el radio 


¿gual a 1/2 Y 2R? — e?. Pero el ALMX es 
rectángulo, MS es la mediana, | MS | = 
=2%|LK | => Y 2R — d?, es decir, M se 
sitúa en la misma circunferencia. Respuesta: 
1/1, Y 2R? — dl, 

11.248. De los dos problemas anteriores se 
deduce que si las diagonales del cuadrilátero 
inscrito son mutuamente perpendiculares, las 
proyecciones del punto de intersección de las 
diagonales de este cuadrilátero sobre sus lados 
sirven de vértices del cuadrilátero que puede 
inscribirse en la circunferencia, y alrededor 
del cual puede circunscribirse una circun- 
ferencia; además, los radios de las circunfe- 
rencias inscrita y circunscrita y la distancia 
entre sus centros se determinan por completo 
por el radio de la circunferencia circunscrita 
alrededor del cuadrilátero inicial, y por la 
distancia desde su centro hasta el punto de 
intersección de las diagonales del cuadrilátero 
inscrito en aquélla. Por consiguiente, al girar 
las diagonales del cuadrilátero inicial alrede- 
dor del punto de su intersección, el cuadrilá- 
tero formado por las proyecciones de este 
punto, girará, permaneciendo inscrito en la 
misma circunferencia y circunscrito alrededor 
de la misma circunferencia. Es fácil mostrar 
también, tomando en consideración las expre- 
siones para los radios de las circunferencias 
inscrita y circunscrita obtenidas en dos pro- 
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blemas anteriores, que la relación, propuesta 
para demostrar, se cumple en caso de semejan- 
tes cuadriláteros. 

Para concluir la demostración nos queda 
demostrar que cualquier cuadrilátero “inscri- 
to-circunscrito” puede obtenerse a partir del 
cuadrilátero inscrito con diagonales mutua- 
mente perpendiculares según el procedimiento 
indicado arriba. En efecto, si KLMN es un 
cuadrilátero «inscrito-circunscrito», P es el 
centro de la circunferencia inscrita, al trazar 
las rectas perpendiculares a las bisectrices 
KP, LP, MP, NP, que pasan por K, L, M 
y N, respectivamente, obtenemos el cuadrilá- 
tero ABCD (véase la fig. 44). Además, 


LBPK = LKLB = 90 — ZMLK (se usa, 
en particular, el hecho de que el cuadri- 
látero PKBL tiene rectos los ángulos opuestos 


y, por consiguiente, es inscrito). De ma- 
nera análoga, <KPA = ZKNA = 90? — 


-> ¿MNK y, por lo tanto, ZBPA = 


= LBPK + LKPA = 180" —5(LMLK + 
+ ZMNK) = 90”. De esta manera, todos los 
ángulos BPA, APD, DPC y CPB son rectos, 
P es el punto de intersección de las diagonales 
del cuadrilátero ABCD y las diagonales mis- 
mas son mutuamente perpendiculares. No es 
difícil mostrar que ABCD es un cuadrilátero 
inscrito, puesto que 


LABC + LADC = LPBL + ZLPBK + 
+ ZPDN + ZPDM = ZPKL + ZPLK + 
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+ ZPMN + ZPNM = L(LNKL + 
+ LKLM + LLMN + ¿MNK) = 180". 


Observación: véase también el problema 
11.319. 

11.249. Los puntos medios de los lados del 
cuadrilátero forman un paralelogramo, cuyas 
diagonales son paralelas a los segmentos que 
unen los centros de masas de los triángulos 
opuestos. Otro paralelogramo lo forman las 
cuatro alturas de los triángulos examinados,. 
que parten de los vértices del cuadrilátero. 
Los lados del primer paralelogramo son para- 
lelos a las diagonales del cuadrilátero, mien- 
tras que los del segundo son perpendiculares a 
éstas. Además, los lados del segundo paralelo- 
gramo son ctg a veces mayores que los lados 
correspondientes del primero (au es el ángulo 
agudo comprendido entre las diagonales del 
cuadrilátero.) 

11.250. Demostremos que ambas afirma- 
ciones (BD es la bisectriz del ángulo ANC, 
AC, la bisectriz del ángulo BMD) son equiva- 


lentes a la igualdad | AB|.|CD|=|4D]|x 
Xx |BC |. Tomemos en el arco BAD el punto 
A, de manera que |DA,|=|AB|. La 


condición del problema equivale a que la 
recta A,C pasa por N que es el punto medio de 
BD, es decir, a la igualdad de las áreas de los 
triángulos DA,C y A,BC, de donde | DA, | x 
x |DC|=|BA, |-| BC |, es decir, | AB | x 
Xx |CD|=]|AD ]-1 BC |. 

11.251. La perpendicularidad de las bisec- 
trices se demuestra sin dificultad. Demostre- 
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mos la segunda afirmación. Supongamos que M 
es el punto medio de AC y N, el punto medio 
de BD. De la semejanza de los triángulos 
AKC y BKD se deduce que (¿MKA = ZNKD 

A = pr , €s decir, la bisectriz del 
ángulo BKC es también la bisectriz del ángulo 
MKN y divide el segmento MN en la razón 
IMEI 14CÍ Es evidente que en esta 
IKN| IBD| * 
misma razón también la bisectriz del ángulo 
ALB divide MN. 

11.252. Supongamos que ABCD es el cua- 
drilátero dado, O es el centro de la circunferen- 
cia circunscrita alrededor del triángulo ABC, 
O, y O, son los centros de las circunferencias 
cireunscritas alrededor de los triángulos DAB 
y BCD, K y L son, respectivamente, los pun- 
tos medios de los lados AB y BC. Los puntos 
O, y O, se hallan en OK y OL; además, 


eco AI 1244 11 Esto se deduce del hecho 


¡O4K]| 10221 

de que 0,0, es perpendicular a DB y, por con- 
siguiente, 0,0, es paralela a LK (LK es parale- 
la a AC). Por lo tanto, las rectas AO, y CO, 
dividen OB en una misma razón. (Apliquemos 
el teorema de Menelao que figura en el pro- 
blema 11.45, a los triángulos OKB y OLD.) 

11.253. Designemos el radio de la circun- 
ferencia con R y las distancias desde P, Q y 
M hasta el centro, con a, b y c, respectiva- 
mente. Entonces (problema 1.272) | QP |? = 
= q + bd? — 2R*, |OM |? = b? + ec? — 2R?, 
| PM | = c? + a? — 2R?. Sí OQ es el centro 
de la cireunferencia, para que QQ sea perpen- 
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dicular a PM, es necesario y suficiente que 
se cumpla la igualdad (problema 11.1) | OP |? — 
— |QM PP = JOP [? — |OM [? o bien (a? + 
+ b? — 2R?) — (b? + c? — 2R*) = a? — e, 
De manera análoga se verifica la perpendicula- 
ridad de otros segmentos. 

11.254. Si M, N, P y Q son, respectiva- 
mente, los puntos de tangencia de los lados 
AB, BC, CD y DA con la circunferencia, como 
se deduce de la resolución del problema 1.236, 
MP y NOQ se cortan en el punto de intersección 
de AC y BD. Precisamente de la misma mane- 
ra demostramos que las rectas MN y PO se 
intersecan en el mismo punto que las rectas AC 
y KL, mientras que las rectas MQ y NP, en 
el mismo punto que las rectas KL y BD. 
Ahora, para el cuadrilátero MNPO valgámo- 
nos del resultado del problema anterior. 

11.255. Designemos: DAN =ZMAB= 
= (q. Supongamos que L es el punto de inter- 
sección de AM y NB, P es el punto de inter- 
sección de AN y DM, Q es el punto de inter- 
sección de AK y MN. Según el teorema de 
Ceva (problema 11.44), para el AAMN tenemos: 














INQI _ 14£| _1NPI _ Swan Sowm _ 
¡QM| ILM| — |PA] SNMB  SDAM 
+ AMI: AM on LNAB-2 ¡AN | [NM x 
cos q 2 
X tg pcos ZANM 
o y 1AM|-1N MI tg pcos  AMN-S X 
x L4NT 14m sen MAD 
cos y 


__ JAN| cos ZANM 
=" JAM|cosZAMN > 
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es decir, O divide NM en la misma razón que 
la altura bajada desde A sobre NM. 

11.257. Demuéstrese al principio la afir- 
mación auxiliar siguiente: si A, B, C son 
puntos en una recta, M, un punto arbitrario del 
plano, los centros de las circunferencias cir- 
cunscritas alrededor de los triángulos MAC, 
MBC, MCA y el punto M se hallan en una 
circunferencia. Luego hágase uso del resulta- 
do del problema 11.256. 

11.258. Designemos los puntos de inter- 
sección de las rectas por A, B, C, D, P, Q 
(los puntos se disponen de la misma manera que 
en la solución del problema 1.271); O es el 
centro de la circunferencia que pasa por A, 
B,C y D;R es su radio; a y b son las tangentes 
trazadas hacia la circunferencia desde P y Q, 
respectivamente. El hecho de que M se halla 
en PQ se ha demostrado al solucionar el 
problema 1.271. Además, también se ha demos- 
trado que |PM|.|PQ|=a?, |Q0M|x 





x |QP]| = 0, |0P P = a De 
tal manera, |PM|= VAT % , 1QM 

b? . pS n2 — p2 
= Yi Además, |PO|= Y a? — R?, 


Ll | = Y b? — R?. Porconsiguiente, |PO|?— 

|[Q0 PP =a—br=|PMP — | QM P. 
Pero esto significa que OM _1 PQ. Para con- 
cluir la demostración hace falta examinar el 
caso en que (con las mismas designaciones) 
en la circunferencia están situados los puntos 
¿A,C, P y Q (véase también el problema 11.253 
y su solución). 
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11.259. Si una recta se desplaza paralela- 
mente a sí misma, la recta de Euler del tri- 
ángulo, uno de cuyos lados es la recta que se 
mueve, se desplazará paralelamente a sí mis- 
ma. Tomándolo en consideración, es fácil 
reducir el problema al siguiente. Sea que A, 
C y D son tres puntos en una recta; B, un 





Fig. 46 


punto arbitrario del plano. Si la recta de 
Euler del triángulo ABC es paralela a BD, 
la recta de Euler en el triángulo CBD es 
paralela a AB (fig. 46). Demostrémoslo. Desig- 
nemos: ZBCD = q (supongamos que C se 
halla entre A y D, y < 90), O, y H, son el 
centro de. la circunferencia circunscrita y el 
punto de intersección de las alturas del AABC, 
O, y H, son sus homólegos en el ABCD. Cir- 
cunscribamos alrededor de ABH, una circun- 
ferencia, M es su punto de intersección con 
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O¡,H,. Demostremos que los cuadriláteros 
O,JAMB y 0O,DH,B son semejantes. En pri- 
mer lugar, los triángulos O,AB y O¿DB son 
triángulos isósceles semejantes y 24MAB = 
= Z¿MH,B = ZH,BD = <H,¿BD (BD es para- 
lela a O,H,), LMBA = £MH,A = ZH,DB 
(4H, y DH, son perpendiculares a CB). La 
semejanza de los cuadriláteros está demostrada. 
Luego: ZO,H,B = LOMA = ZH,MA = 
= ZH,BA = ZH,BA, es decir, H,0, es 
paralela a AB. 

11.260. Del resultado del problema 11.19 
se deduce que la cuerda común de las circun- 
ferencias con diámetros AE y DC (así como 
DC y BF, BF y AE) contiene los puntos de 
intersección de las alturas de los triángulos 
ABC, BDE, DAF y CEF. Supongamos tam- 
bién que X es el punto de intersección de AL 
y DC, L es el punto de intersección de ALE 
y BF. Según el teorema de Menelao (proble- 
ma 11.45), para los triángulos BEA 'y EAC 

¡AK]| EC] [IBD| — 4, ¡AL| x 








ee [ZE “CB "IDA — ** TLE| 
IEB] |CF| _ las + Ñ 
1BC]| * 1FA| = 1. Al dividir estas igual- 
dades término a término una por otra y 
tomando en consideración que Cal ADOS 

AF e o a 

|AF| _ . 1AK| _ |KE] sy 
x FC =1, obtenemos: TAL CILA * Exa 


minemos la circunferencia con diámetro AE. 
Para todos los puntos P de esta circunferen- 


PK] » 
¡Po constante (véase el 


problema 11.9). Lo mismo es cierto también 
para las circunferencias con diámetros DC 


345 





cia la razón 


y BF. De esta manera, las tres circunferencias 
se intersecan en dos puntos P, y P, tales que 
las razones entre las distancias desde P, y 
Pz hasta K, L y M son iguales para ellas. 
Ahora se puede aprovechar el resultado del 
problema 11.14. 

11.261. La afirmación se deduce del resul 
tado del problema anterior. 

11.262. Designemos con ¿ (ABC) la media- 
triz trazada hacia el segmento que une el punto 
de intersección de las alturas y el centro de la 
circunferencia circunscrita alrededor del tri- 
ángulo ABC. Supongamos que la recta inter- 
seca las rectas BC, CA y AB en los puntos D, 
E y F, respectivamente. Demostremos al prin- 
cipio que durante el desplazamiento de la 
recta DEF paralelamente a sí misma, el punto 
M de intersección de las rectas l(DFB) y 
l (DEC) describe una línea recta. Sea que los 
puntos D,, E,, F,; Da, Ez, Fo; Da, Es, Fs 
corresponden a las tres posiciones de esta 
recta. Las rectas l (D¡F;¡B) y 1 (D¡E;C), donde 
i= 41, 2, 3, se intersecan en M, y cortan la 
recta BC en los puntos N; y K;. Es fácil ver 
que el punto N, divide el segmento N,N, 
en la misma razón que el punto K, divide el 
segmento K,Ky. Esta razón es igual a la razón 
en que D, divide D,Dy (en la misma razón E, 
divide E,Ej, y F,, F,Fs). Como las rectas 
l(D¡F,¡B) son paralelas entre sí y las rectas 
l(D¡E,C) lo son también, la_recta 1 (D¿F¿B) 
divide el segmento M,M; en la misma razón 
que la recta 1 (D,¿E,C), es decir, M, se halla 
en el segmento M,M.;. 

Mostremos ahora que el punto M describe 
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la recta l (ABC). Para esto es suficiente demos- 
trar que para dos posiciones de la recta DEF 
el punto correspondiente M se halla en l (ABC). 
Examinemos el caso en que esta recta pasa por 
A (los puntos E y F coinciden con 4). Intro- 
duzcamos el sistema de coordenadas, en el 
cual los puntos 4, B, C y D tienen coordena- 
das A (0, a), B (b, 0), € (c, 0), D (d, 0). Encon- 
tremos la ecuación de la recta 1(ABC). El 
punto de intersección de las alturas del tri- 


ángulo ABC tiene las coordenadas (0, — 2), 
b+c 


p) 





el centro del círculo circunscrito, (S 

1 bc a da 

a eE . —FEscribamos la ecuación 
/ 


de la recta l (ABC): a y (a+ Ñ qe ) = 
2 2 b?2c 

== AAA + be — a — - Sustituyendo en 

esta ecuación c por d obtenemos la ecuación 

de la recta l (ABD) y sustituyendo bh por d, 

la ecuación de la recta 1 (ACD). 

Se puede comprobar que las tres rectas 
tienen un punto común Q (Zo, Yo), donde 
Zo zb+c + d) — a Yo = ÑX 
X (a — De — cd — db). Con esto se concluye 
la demostración, puesto que el caso, en que la 
. recta DEF pasa por B y C, equivale al exami- 
nado. 

11.263. Sean l, m, n y p las rectas que 
- forman nuestros triángulos (fig. 47, a). In- 
- troduzcamos las designaciones siguientes: P 
es el centro de la circunferencia inscrita en el 
- triángulo formado por las rectas l, m y n; 
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M P ¡An Np 0, 
Pr M), Nm Lp 0, 
Ñ; Ln P; M» 0, 
Q1 Q Q3 Qs 


P, es el centro de la circunferencia exinscrita 
del mismo triángulo, la cual es tangente al 
lado que yace en la recta l. El mismo senti- 
do lo tendrán las designaciones L, Mp, Nm, 
etc. 

En la tabla aducida, los cuatro puntos dis- 
puestos en una línea o en una columna se 
hallan en una circunferencia; además, los 
centros de las circunferencias que corresponden 
a las líneas, se sitúan en una recta: q,, mien- 
tras que los centros, que corresponden a las 
columnas, en otra: q»; 4, y q, Son perpendicu- 
lares y se intersecan en el punto de Michell 
(problema 11.256). Demostrémoslo. El hecho 
de que las cuaternas indicadas se hallan en 
una circunferencia se demuestra sin dificultad. 
Designemos por O;, Q; (i¡= 1, 2, 3, 4) los 
centros de las circunferencias correspondientes. 
Demostremos que 0,0, es perpendicular a 
0,103 y QQ 4. Si en el triángulo (1, n, m) el ángu- 
lo entre 1 y m es igual a a, entonces ZLNM, = 
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= LL,.PM = 90 + 5; por consiguiente, 


LLOM, = £Lm0,M = 180” — au. Precisa- 
mente de la misma manera 4LPmM = 
= LEmP M, = qa/2, LLO,M = LL mQ:M, = 
= Q. Los triángulos LO,M ,, LnA0.M, LQ,M, 
Lm0y¿M son isósceles, sus lados son respectiva- 
mente perpendiculares (por ejemplo, O,L y 
LQ,). Luego (fig. 47, b) | Q,0,)* — 10,Qs P = 
= (a. + e) — (a + d?% = (0? + e?) — 
— (0% + d?) = 10,0, lP— 102053 |”. Por con- 
siguiente, 0,0, y QQ; son perpendiculares. 
Precisamente de la misma manera demostramos 
la perpendicularidad de 0,0, y Q¿Q4 (exami- 
nemos la recta, en la cual están dispuestos los 
puntos NV, P, N,, P,). Por eso 0,03 y 0204 
son paralelos (si estos puntos no se hallan en 
una recta). Igualmente serán paralelos QQ, 
y 0:30, (son perpendiculares a 0,03), Q,0, y 
¿0 4 (son perpendiculares a 0,04); pero de esto 
se deduce que Q,, Oz, Qs, Q4 se hallan en una 
recta: q,; también O,, O,, Ox, O, se sitúan en 
una recta: q,. Es evidente que q, y q, son 
perpendiculares. 
Desplacemos la recta m paralelamente a sí 
misma. Sea que £', £;,, O;, O, corresponden 











: , . 1010;| |LE”| 

ala recta m'. La razón Tr = - 
y [02031 — TEL] 

: ¡AL | 
es constante (es igual a [AL] ) y esto sig- 


nifica que durante el desplazamiento de m 
la recta 0,0), es decir, q,, pasa por un punto 
fijo. Precisamente de la misma manera pasa 
por un punto fijo la recta q,. Puesto que q, 
y q. Son perpendiculares, su punto de inter- 
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sección describe una circunferencia. Pero cuan- 
do m pasa por Á (así como por B o C), entonces 
los puntos L y Ly se unen con A, las rectas 
0,0, y Q¡Qs, es decir, q, y q, pasan por A 
(respectivamente, por B o C). De tal modo, 
el punto de intersección de q, y q, recorre la 
circunferencia circunscrita alrededor del tri- 
ángulo ABC. Desplazando otras rectas, o sea 
l, n, p, demostremos que el punto de inter- 
sección de q, y q, pertenece a cualquier cir- 
ccunferencia circunscrita alrededor de uno de 
los triángulos formado por las rectas l, m, n, p, 
es decir, las rectás q, y q, se cortan en el punto 
de intersección de lascircunferencias circuns- 
critas alrededor de estos triángulos, o sea, en 
el punto de Michell. 

Notemos que «de paso» hemos demostrado 
que las cuatro circunferencias circunscritas 
alrededor de cuatro triángulos formados por 
cuatro rectas del plano, se intersecan en un 
punto (problema 11.256). 

11.266. Designemos por C uno de los pun- 
tos de intersección, por el cual pasa la recta. 
Supongamos que B,, B,, By son los pies de 
las perpendiculares bajadas desde O,, O,, Os, 
respectivamente, sobre la recta, y K y M 
son los puntos de intersección de las rectas pa- 
_ralelas a A,¡A), que pasan por O, y O,, con 
-0,B, y OB, respectivamente. Puesto que 
-B, y B,son los puntos medios de las cuerdas 
A,C y CA,, entonces | B,B, | = | 4,4, 1/2. Si 
a es el ángulo entre las rectas A,A3 y 0,05, 








¡41421 _ 2/B,Bs| 101K| : 
entonces = == = 2 =2C08 0; 
: 101,03| dl 10103| 
análogamente 21 —2c0s 0. 
8 10405] 


351 


11.268. Supongamos que O, y O, son cen- 
tros de circunferencias, R, y Ra, sus radios, 
10,03 | =a, M es el punto de intersección 
de las tangentes interiores comunes. La cir- 
cunferencia con diámetro 0,0, pasa por los 
puntos, en los que las tangentes exteriores 
comunes se intersecan con las tangentes inte- 
riores comunes. Para la homotecia con el cen- 
tro en el punto M y la razón ct o 
esta circunferencia pasa a la circunferencia 
con el centro en 0,0, la cual es tangente a las 
dadas por el extrerior. , 

11.269. Sea M uno de los puntos de inter- 
sección de las circunferencias; entonces MA 
y MC son las bisectrices del ángulo M (exterior 
e interior) del triángulo BMD, puesto que la 
circunferencia con el diámetro AC es el 
lugar geométrico de los puntos M, para los 
IMA| _ |MB| 
IMC| => |MD| 
Valiéndose de las correlaciones entre los ángu- 
los del AAMC rectángulo y del ABMOD, cer- 
ciórese de que los radios de las circunferencias 
circunscritas alrededor de estos triángulos, 
trazados desde el vértice M, son mutuamente 
perpendiculares. 

11.271. Notemos (fig. 48, a) que el AAPM 
es semejante al AAMO, el AAPL es seme- 
jante al AAKO, el AAKN es semejante 
al AALN; a partir de estas semejanzas 


cuales 





(véase el problema 11.9). 

















PMI _ AMI 10Kl _ 1401 
eos JOY 1401? TELL TAL 
a = na . Multiplicando estas igual- 


dades y tomando en consideración que lAM|= 
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[PM] 1QK| I1LN| _ 
IMQ| — 1PL| |NK| — 
= 1, pero esto (véase el problema 11.49) es 
precisamente la condición necesaria y sufi- 
ciente para que las rectas MN, PK y QL 


se intersequen en un punto. 





|AN 1, obtenemos que 





Fig. 48 


El procedimiento de construcción de la 
tangente con ayuda de una regla se comprende 
al examinar la fig. 48, b. Los números 1,2,.... 
muestran la sucesión en que se trazan las rec- 
tas. 

11.272. El conjunto buscado es una recta, 
o sea la polar de un punto respecto a la cir- 
cunferencia dada (véase el problema 11.21). 

11.273. Los ángulos AMN y BMN pueden 
expresarse a través del ángulo central que 
corresponde al arco AB de la circunferencia 
dada (hay que analizar diferentes casos de 
posición del punto N); después de esto se 
puede determinar ZAMB. El lugar geométri- 
co de puntos buscado es una circunferencia. 

11.274. Aprovéchense los resultados de los 
problemas 11.271 y 11.21. El lugar geométrico 
de puntos obtenido coincide con el lugar geo- 
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métrico de puntos del problema 11.21, es decir, 
es la polar del punto A respecto a la circun- 
ferencia dada. 

11.275. Designemos (fig. 49) por O el 
punto de intersección de AM y DC. Tracemos 
por el punto B una tangente a la segunda cir- 
cunferencia y designemos por K el punto de 
intersección de aquélla con AC (de la misma 
manera que en la condición). Es evidente que 





Fig. 49 


la afirmación del problema es equivalente a la 
afirmación de que KO || CM. Supongamos que 
el ángulo apoyado sobre el arco AB en la pri- 
mera circunferencia, es igual a a; en la segun- 
da, a P; entonces, L<BCM = LBAC, LBDM= 
= LBAD, Z£¿DMC = 180” — ZBDM — 
— LBCM = 180” — BAD — LBAC = 
= 180? — ZDAC; por consiguiente, ADMC es 
un cuadrilátero inscrito, AMC = PB. Además, 
si la tangente BK corta DM en el punto L£, 
entonces Z<¿KBO = ZLBD = ZBDL = 
= CAM; por consiguiente, el cuadrilátero 
KABO también es inscrito y ZKOA = 
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= Z¿KBA = f, es decir, KÓ || CM (precisa- 
mente de la misma manera se examinan los 
casos de otras posiciones mutuas de los pun- 
tos D, B y C). 

11.276. Puesto que la circunferencia con 
el diámetro CD pasa por el punto fijo A 
-señalado en MN (MN 1 CD), entonces 


IEN 1 |ND|=|NA PP (1) 


es una magnitud constante. Designemos por K 
el punto de intersección de PQ con. MW. 
MK| 
[KN] 
tante. Notemos que Z PNO= 180% — y PMQ 





Mostremos que es una magnitud cons- 





0 iguient AE 170 TU 
p es > pS ic TEBDOl 


la igualdad (1) y el hecho de que el A MNP 
es semejante al AMNC y el AMNO es seme- 
jante al AMND). 

11.277. La igualdad 40,40, = MAN 
se deduce el resultado del problema 1.279, 
la igualdad 40,40, = 2 CAE fue demos- 
trada al resolver el problema 1.275. 
.. 11.278. Sea que O y O, son los centros de 
dos circunferencias examinadas (O es el punto 
medio de AB), K es el punto de tangencia de 
las circunferencias (X se halla en la recta 
00,), N es el punto de tangencia de la cir- 
cunferencia O, con la recta CD, M es el punto 
de intersección de AB y CD. Puesto que O,N 
es paralela a AB y los triángulos KO¡N y 
'KKOA son isósceles y semejantes, los puntos 
K, N y A se sitúan en una recta. Designemos 
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por t la tangente a la circunferencia O, traza- 
da a partir del punto A (suponemos que la 
circunferencia O, es interior al segmento CBD). 


Tenemos: ¿t?¿=|AN]|:|4K|=]|AN P + 
+ JAN | |VK]= ]4M P+]|MNP + 
+ |CN I-|¡ND]| = |AMP + [MN P + 
+ (1CM|— | MN )(1CM | + | MN |) = 


= JAM P+/|CM P=]AK Y, lo que ha- 
bía que demostrar. 

11.279. Supongamos que A es el punto 
medio del arco de la circunferencia dada que 
no forma parte del segmento; las tangentes a 
las circunferencias inscritas en el segmento, 
que parten de A, son iguales (problema 
11.278). De esto se deduce que A se halla en 
la recta MN, puesto que | 40, |? — | 40, |? = 
= |0,M [? — 10,M Y, donde O, y O, son 
los centros de las circunferencias. 

11.280. Examinemos el caso general de 
circunferencias arbitrarias. Sea que los puntos 
F y F' están dispuestos como se muestra en la 
fig. 50. Las designaciones se comprenden al 
examinar el dibujo. Demostremos que existe 
una circunferencia inscrita en el cuadrilátero 
AKBM, después de lo cual valgámonos del 
resultado del problema 11.55. Para esto es 
suficiente demostrar que (véase los problemas 
11.244, 11.242) . 


[BF I1+1BF"|=]|4F | +]|4FP 1]. (1) 


Tomando en consideración que | BL | = 
=|BT| y |FS | =|FT7 |, obtenemos: 


LBF|=|BL|— |FS |, y de manera análo- 
ga |FA|=|FQO|—|AE |, |BF! |= 
=|FP|—| BL], |FA]|=]|4E|-— 
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— |F'R |]. Colocando estas expresiones en 
(1), obtenemos: | BL |— |FS|+|F'P| — 
— |BL| = |AÉ£ | — 
— |A£|=>|FR]|+| 

=]| 50 


ERA TFON— 
F 


'p E 
+ |FS| >| PR |] |. Precisamente de 





Fig. 50 


la misma manera se analizan los demás casos 
de disposición de los puntos F y F”' en las tan- 
gentes (además, se toman en consideración los 
resultados de los problemas 11.241, 11.242). 
Puesto que los puntos de tangencia y el punto 
de intersección dividen cada tangente en 4 par- 
tes, tales casos serán */,-4? = 8, 

Para demostrar la segunda parte notemos 
que los puntos medios de AB, FF” y el centro 
de la tercera circunferencia Oz inscrita en 
AKBM se hallan en una recta (véase el pro- 
.blema 11.243). Pero, puesto que los radios de 
'las circunferencias dadas son iguales, AB es 
paralela a 0,0, (O,, O, son los centros de las 
“circunferencias dadas); 4 y B se hallan en las . 
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vo “21 





rectas 0,03 y 0,03. Por consiguiente, la recta 
que pasa por Oz y el punto medio de AB, 
divide 0,0, por la mitad. 

11.281. Sea (fig. 51) M el punto de inter- 
sección de las tangentes l,, m, y ny; N, el pun- 
to de intersección de l, y mz. Tracemos por N 
la recta n, tangente a a y distinta de l,. De 
la misma manera como esto se hizo en el pro- 
blema 11.280, se puede demostrar que las rectas 
m,, NR, M¿ y n¿ son tangentes a una circun- 
ferencia; además, esta circunferencia es exins- 
crita respecto al triángulo PMQ (es tangente 
al lado PQ), es decir, coincide con y. Observa- 
ción. La fig. 51 corresponde al caso general de 
disposición de las circunferencias que satisfa- 
cen la condición del problema. 

11.282. Demostremos que la recta D,C 
pasa por O que es el centro del arco 4B, mien- 





Fig. 52 


tras que la recta DC,, por O, que es el centro 
del arco AB, (fig. 52). El triángulo DAD, es 
regular, |DC|=|4C |], por consiguiente, 
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D,C 1 DA y DC pasa por O. De manera aná- 
loga, DC, 1 D,4. El punto O, se halla en el 
arco AB, puesto que aquél se obtiene a partir 
de O, girando alrededor de A en n/3. Sea que 
ambos arcos miden 6a (para mayor comodi- 
dad, a >1xn/6). Entonces, Z¿A40,C, = 2a, 


ZO¡C,¡A =%—a, LFAC, = 20. Por con- 
siguiente, ZAFC, = n— 2a (5 — 0.) = 


= | 4C,|=|AC |. -Demostremos que los 
triángulos FAC y EDC son iguales. Tenemos: 
¡AF |=|4C]|=|DC]|=|DE |, LCDE= 


= ¿CDB — ZBDE = nx — 2a — (1 — 
— 2LDBE) = —2%a + 2(20—F)= 20 — 
5 = Z FAC; de tal manera, | FC | =| CE |. 


Luego encontramos: Z<DCE = = — Q, 
ZB,¡FD => — Q (vale la semisuma de 


los arcos correspondientes), ZB,FC = 


=n—LZCFA=% + a, LDFC = a, 
Z¿DCF = n—1n— o +HF=3- A y, por 
y 4 21 Ti T 
fin, LZFCE =($ — a)-(5 — 0.) Ea 
11.283. Examinemos dos casos: 1) el AABC 
está circunscrito alrededor de la circunferencia 
dada; 2) la circunferencia dada es tangente a 
las prolongaciones de los lados AB y AC. 


En el primer caso examinemos la circun- 
ferencia tangente a los lados del ángulo en los 
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puntos M y N y a la circunferencia circuns- 
crita alrededor del AABC por el interior. 
Supongamos que a, b, c son los lados del 
triángulo ABC, r es el radio de la circunfe- 
rencia dada, 24 =0u, JAM|=|]4N | = 
= 2. Hagamos uso del teorema generalizado 
de Tolomeo (problema 11.239): za = (b — x) x 


xc+(c—ax)b, de donde == 


vn 4S ABC _ 2 h 
— (a+b+c)sena — sena” es decir, zx es 


constante. (Se puede demostrar que MN pasa 
por el centro de la circunferencia dada.) 

En el segundo caso la circunferencia es 
tangente a los lados del ángulo y a la circun- 
ferencia circunscrita alrededor del A4ABC 
por el exterior. 

11.284. Designemos los lados del AABC 
como lo hacemos de ordinario: a, b, c; sea que 
IBD|=d, |AD|=b,, JAM]|=x. Val- 
gámonos del teorema generalizado de Tolomeo 
(problema 11.239): xa + (d—b, +x3)b= 
= (b— x)c, de donde 


b(c+b,—a) 
TU al (1) 


Tomemos en AB el punto N de tal manera que 
MN sea paralela a BD. Tenemos: 


LT = 


[MN] =-2d, |AN| == 0, 


ra y? xr y2b 
Samy = (5) Saso= (+7) Sapo = 


Sea r el radio de la circunferencia tangente a 
MN, así como a las prolongaciones de AN 
y AM. Entonces de (1) y (2) se deduce, que 


ER 28 AMN __ 2aSagc 
— JAMI+|4AN|—|MN| " bx(bit+e=d) — 
__28ABC 
TT abb+e ? 


es decir, r es igual al radio de la circunferencia 

inscrita en el AABC, lo que se necesitaba. 
11.285. Designemos por M y K los puntos 

de tangencia de las circunferencias, cuyos 


L 
Pp 
0, | 
0 
Ya 
M D Ñ 
Fig. 53 


centros son O, y O,, con AC. Del resultado del 
problema anterior se deduce que 0,DM = 


=LOKD=%, L0DK = LOMD = 
=:907 —+ . Prolonguemos OK y OM hasta 


que se intersequen con O,M y O,K en los puntos 
L y P, respectivamente (fig. 53). En el trape- 
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cio LMKP con las bases LM y PK tenemos 
1MO,| _ |1MD| _ |PO3] 
[OL] |DK| "— [0¿2K|" 
1,0, pasa por el punto de intersección 
de las diagonales del trapecio, o sea el punto O. 
Además, 





Por consiguiente, 


le 
HO e MM PEO ed 
10021 — PK] > “e 
| MK | ctg 7 


11.286. La afirmación del problema se 
deduce de los resultados de los problemas 
11.285 y 11.232. 

11.287. La afirmación de este problema 
puede demostrarse con ayuda del resultado del 
problema 11.240, a ser más exacto, de su caso 
particular, cuando tres circunferencias tienen 
el radio cero, o sea son puntos. En el caso dado, 
lo serán los puntos medios de los lados del 
triángulo. 

11.288. La afirmación de este problema 
se deduce del teorema de Feuerbach (véase el 
problema 11.287) y del hecho de que los trián- 
gulos ABC, AHB, BHC, CHA tienen una 
misma circunferencia de los nueve puntos 
(demuéstrese). 

11.289. Supongamos que en el AABC, 
para concretar, a <b<c. Designemos por 
A,, B,, C, los puntos medios de los lados BC, 
CA, AB y por F, F,, Fy, Fo, los puntos de 
tangencia de las circunferencias inscrita y 
exinscrita con la circunferencia de los nueve 
“puntos del A4ABC. Hay que demostrar que 
en el hexágono C,F¿FA,F,F, (los puntos toma- 
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dos en el orden indicado, forman un hexágono, 
puesto que a <b<»c) las diagonales C,A,, 
F¿F, y FF, se cortan en un punto; para esto 
es suficiente demostrar (véase el problema 
11.49), que 


| CF¿ 1] FAs | |P.F) | =1FEF 1-14 FF, ]x 
AECE (1) 


Aplicando las fórmulas obtenidas en el proble- 
ma 1.201, encontramos: 


poo c—b STE 
a. R—2r ” 


(a+b) R 
VR-+2ra +: VR-=+2rp ” 
(b—a) R 
VR—2r- Y RF2re ” 


dB 
| AyF, a AV 


_ ab 
| Fr] == Vaz: 


Después de esto la igualdad (1) se comprueba 
fácilmente. Observación. Se puede demostrar 
que los puntos de intersección de los lados 
opuestos del cuadrilátero, cuyos vértices son 
los puntos de tangencia de las circunferencias 
inscrita y exinscrita del triángulo dado con 
su circunferencia de los nueve puntos, se 
hallan en las prolongaciones de las líneas me- 
dias de este triángulo. 
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| F¿FP,| = 


7 





11.290. Aprovechando las fórmulas de los 
problemas 11.193, 11.194, 11.289 (en el último 
problema véase su solución), encontramos 


|B,¡Ci1 — abe [OL ¿| -OL yl -[OT¿| * Semejantes 


serán las relaciones de los demás lados co- 
rrespondientes de los triángulos F,F,F. 
y A,B,C,. Precisamente del mismo modo se 
demuestra la semejanza de otros pares de 
triángulos. Al mismo tiempo, para las magni- 
tudes | 4,B, |, etc. hace falta obtener fórmulas 
análogas a la fórmula del problema 11.194. 
11.291. Demuéstrese que  A4MBP = 
= AACO. Para esto es suficiente demostrar 
que AKBP = AABC y AFCO = AABC 
(por dos lados y el ángulo comprendido 
entre éstos): ZQAP = ZCAB + ZCAQ + 
+ ZBAP = ZCAB + ZCAQ + ZCQA = 
= ZCAB + 180 — ZQCA = ZCAB + 
+ 90% — ZQCF = 90" (en virtud del supuesto 
de que ZCAB <090”; en caso de ZCAB > 
> 90” los razonamientos son análogos). 
11.292. Puesto que ZFE,¡E = Z FCE = 
= 90%, el cuadrilátero FE,EC es inscrito, 
ZFCE, = ZFEE, = 60%. De manera análo- 
ga, es inscrito el cuadrilátero FE¡AD y 
LE¡DF = ZE,AF = 60%, es decir, el 
ADE,€ es regular. De este mismo modo se 
demuestra que el ABF,C lo es también. 
11.293. Designemos por P, Q y R los pun- 
tos de intersección de LB y AC, AN y BC, 
LB y AN, respectivamente. Sea que | BC | = 
=a, |JAC|=b. Es suficiente mostrar que 
Sace = Sara (ambas áreas se diferencian de 
las examinadas por la adición del área del 
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AAPR). De la semejanza de los triángulos 


correspondientes obtenemos ECO 
= : PC| = +" Por aid Saco = 
7 14C||CQ|= TEN  Sape=SACRB= 
: ES 4 b ab? 
ARI ÓN 20D) * 


11.295. Demuéstrese que el área del tri- 
ángulo con los vértices en los centros de los 
cuadrados, construidos sobre los lados del 
triángulo dado y dispuestos fuera de éste, y el 
área del triángulo con los vértices ubicados en 
los centros de los cuadrados, construidos en 
los mismos lados en el or del triángulo 


dado son iguales a S +=3 z (a + b? + e?) y 


Li (a + d+ c?) Ñ respectivamente, 


donde Ñ b, c, S son los lados y el área del 
triángulo dado. 

11.296. Designemos: A,BC=a, / A¡CB=P; 
entonces AA, divide BC en razón igual 


A SABA: 5 |AB|- | BA, | sen(Z B+a) 
Sacar 1AC|:1CArisen(L CH) 
ec senf sen(4 B-+a) 
—"b sena sen(ZC+B) 
los mismos cálculos para otros lados del tri- 
ángulo ABC, hágase uso del teorema de Ceva 

(problema 11.44). 

11.297. Sea que KL es el arco de la cir- 
cunferencia que se encuentra en el interior del 
triángulo ABC. Al prolongar los lados AB y 
BC más allá del punto B, obtenemos el arco 


. Después de hacer 
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MN simétrico al arco K£ respecto al diámetro 
paralelo a AC. Puesto que 4 B vale tanto 


como mide el arco igual a H(UKL + 


+ uUMN) = UKL, el arco KL tiene una 
longitud constante y le corresponde el ángulo 
central igual al ángulo B. 

11.298. Supongamos que O (fig. 54) es el 
punto de intersección de las rectas; A y A; 





Fig. 54 


son dos posiciones de un punto en una recta 
en distintos momentos de tiempo; B y Bi, 
son las posiciones de otro punto y en otra recta 
en estos mismos momentos de tiempo. Levan- 
temos hacia AB y Aj,B, perpendiculares en 
sus puntos medios y designemos por M su 
punto de intersección; AJA¡M = ABB,¡M 
por los tres lados: uno se obtiene del otro 
girando al ángulo AOB con el centro en M. 
Durante este giro cualquier posición del punto 
en AO pasa a la posición correspondiente del 
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punto en OB, por lo que M posee la propiedad 
necesaria. 

11.299. a) Supongamos que A y B son los 
puntos de intersección de las circunferencias; 
A es el punto, del cual han partido los ciclistas; 
M y N, las posiciones de los ciclistas en cierto 
momento de tiempo. Si M y N se hallan a un 
lado de AB, entonces ZABM = ZABN; 





Fig. 55. 


si los mismos se hallan a los lados diferentes, 
entonces ZABM + ZABN = 180", es decir, 
los puntos B, M y NÑN se sitúan en una recta. 
Si L y K son los puntos de circunferencias, dia- 
metralmente opuestos a B (L y K son fijos), 
entonces, puesto que LNM = ZNMK = 
= 90”, el punto medio de LX, o sea el punto 
P, será equidistante de N y M. Podemos cer- 
ciorarnos de que P es simétrico al punto B 
respecto del punto medio del segmento que 
une los centros de las circunferencias (fig. 
D9, a). 

b) Sean O, y O, los centros de las circun- 
ferencias. Tomemos un punto A, tal, que 
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O,AO,A, sea un paralelogramo. Es fácil ver 
que AMO,A, = ANOJA,, ya que | MO, | = 
=|OA |=|/0,4,l, 10141|=10%4 | = 
= | NO, |, ¿M0OA, = q + LA0/A, = 
= Q + L40,4, = ZNO,A,, donde q es el 
ángulo que corresponde a los arcos recorridos 
por los ciclistas (fig. 55, b). De esta “manera, 
los puntos buscados son simétricos a los puntos 
de intersección de las circunferencias respecto 
al punto medio del segmento 0,0). Observa- 
ción. En el punto a) se puede proceder de la 
misma manera que en el punto b), a saber: 
tomando el punto P de manera que AO,PO, = 
= A0¡40, (A y P se hallan a un lado de 
0,0, y no coinciden); es fácil demostrar la 
igualdad de los triángulos correspondientes. 


11.300. b) Aprovéchese el resultado del 
punto a). Sustitúyase el giro alrededor de O, 
por dos simetrías axiales, tomando como eje 
de la segunda simetría la recta 0,0, y el giro 
alrededor del punto O,, por dos simetrías, 
tomando en calidad del eje de la primera sime- 
tría la recta 0,0,. Observación. Si a + P = 
= 2n, entonces el empleo sucesivo de los giros 
dados, como es fácil cerciorarse, es equivalen- 
te a la traslación paralela. Respuesta: si a + 


+$<2x, los ángulos son iguales a > 
B a+ 








y 5— 3, sia +$ >2x, los ángulos 
son iguales an—H,n—£, 2 ; 


11.301. Hagamos sucesivamente tres giros 
en un sentido alrededor de los puntos K, L y 
M (o alrededor de K,, £, y M,) a ángulos a, 
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B y y. Puesto que a + $ + y = 21, la trans- 
formación obtenida es una traslación paralela 
(véase el problema 11.300), Pero, por cuanto 
uno de los vértices del triángulo de partida 
en este caso permanece inmóvil, deben quedar- 
se inmóviles todos los puntos del plano. 

De tal manera, el centro del tercer giro 
(punto M) ha de coincidir con el centro de giro 
que se obtiene a consecuencia del empleo suce- 
sivo de los dos primeros: alrededor de los pun- 
tos K y L. Ahora se puede valerse del resultado 
del problema 11.300. 

11.302. Designemos: ZBOC = 2a, 
ZDOE = 2f, LFOA = 2y. Sea que K, M 
y L son los puntos de intersección, respectiva- 
mente, de las circunferencias circunscritas al- 
rededor de los triángulos BOC y AOF, BOC 
y DOE, AOF y DOE. El punto K se halla en 
el interior del triángulo AOB; además, 
LZBKO = 180 — XBCO = 90 + a, 
ZAKO = 90% + y y, puesto que a + P + 
+ y = 90%, ZAKB = 907 + P. Precisamente 
de la misma manera L se encuentra en el in- 
terior del triángulo FOE y ZOLF = 90” + 
+ y, ZOLE =90 + P, LFLE = 90” + a. 
Por lo tanto, |OL|=|4K|, <KOL = 
= 2y + LKOA + ZLOF = 2y + £KOA + 
+ ZKAO = 90” + y = ZAKO; conque, los 
triángulos KOL y AKO son iguales, es decir, 
|KL|=|40|=R. Análogamente se de- 
muestra que también los otros dos lados del 
triángulo KLM son iguales a R. 

11.303. Designaciones; ABCD es el cuadri- 
látero dado; O,, O,, Oz, O, son los centros de 
los rombos construidos sobre AB, BC, CD, 
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DA, respectivamente; K y L son los puntos 

medios de los lados AB y BC; M es el 

punto medio de la diagonal AC. Los 

triángulos OKM y 0O,LM son iguales 
1. 

(OK |=3% |4B | = |LM|, |KM|= 


=% |BC|=|0,L |, O,KM = 40,LM). 
Además, si ZABC + a < a, estos triángulos 
están orientados hacia el interior del triángulo 
O,MO,, pero si ZABC + a > 1, estos trián- 
gulos se hallan fuera del triángulo 0O,MO, 
(los ángulos de los rombos con el vértice B 


son iguales a a). Así, pues, | 0,M | = |10,M |, 
Z0,MO, = nx — qu. Precisamente del mismo 
modo |0¿M | = |0,M |, 10¿M0, = 31. —Qa. 


Por consiguiente, los triángulos O,MOjz y 
OzMO, son iguales y uno se obtiene a partir 
del otro girando alrededor de M al ángulo 
tr — QQ. De aquí se deduce la afirmación del 
problema. 

11.304. Supongamos que ABC es el trián- 
gulo dado, A,B,C, es el triángulo A, 4,B,C, 
es el triángulo Ó (4, y A, son los centros de los 
triángulos construidos sobre BC), los lados del 
triángulo ABC, como de costumbre, son igua- 
les a a, b, c. 

a) El hecho de que los triángulos 4,B,C, 
y A2B,C, son regulares, se deduce, por ejem- 
plo, del resultado del problema 11.301. 

b) Demostremos una afirmación más gene- 
ral. Si sobre los lados del A4ABC, hacia el 
exterior (o hacia el interior) están construidos 
los triángulos semejantes A,¡BC, B,CA, C,¡AB 
de modo que Z4,¡BC = ZB,CA = ZC,¡AB, 
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ZA CB = BAC = ZC,BA, entonces 10s 
puntos de intersección de las medianas de los 
triángulos ABC y A,B,C, coinciden. Notemos, 
al principio, que si M es el punto de intersec- 
ción de las medianas del AABC, entonces 


— — — 
MA + MB + MC =0, y viceversa, si se 
cumple esta igualdad, entonces M es el punto 
de intersección de las medianas del AABC. 


Nos _queda comprobar _Gue MA, + MB, + 
+ MC, = 0 ne bien _(rA + AC) + (MB + 
+ BA.) + (MC + CBNe O. Pero MA + 
+ MB + MC =0. Además, AC, + BA, + 
+ CB, = 0, dación que cada uno de los 
vectores es ACy, BA 15 CB, se obtiene a partir de 


AB, BC, CÁ girando a un mismo ángulo 
(£A,¡BC) y multiplicando por un mismo 
número. 

c) Examinemos un caso más general. Sobre 
los lados del AABC, hacia fuera y hacia el 
interior de éste, están construidos, empleándo- 
los como bases, los triángulos isósceles 4,BC, 
B,CA, CBA y A,BC, B¡CA, C¡BA, en los 
cuales la razón entre la altura bajada 'sobre la 
base y la longitud de la base es igual a k. 
Sea que O es el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del AABC y a, b, c 
son sus lados; Ap, Bo, Cy, respectivamente, son 
los puntos medios de BC, CA, AB. Suponga- 
mos, para concretar, que ABC es un triángulo 
acutángulo. Entonces, 
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4 
Sarocs=F1 410 1-10,01 50n B == (104.1 + 
+ ka) (| OC, | + hc) sen B==>3 A | OC, | x 
x sen B + y PacsonB + E (a] 0C,| + 


. k 
+ c| OA, |) sen B = kS aC +8 Ap0Co + 7 ??. 


Después de obtener correlaciones análogas 
para los triángulos A,OB, y B,OC, y sumar- 


las, encontramos: Sac = (3% +2) Sapc+ 
+ (a24b24c?%) (esta igualdad permanece 
válida, si el A ABC es obtusángulo). Para el 
A A¡B,C, tendremos: Sac, = | 5 (a2 4 b2 + 
Par (3% + 7) Sano|. Por consiguiente, 

(04 + e?) — (3% + ) Sac > 0, en- 
tonces Sap,c, — Sa; ac = - (641) Sac» Pe- 
ro si (any b24 + e?) -— (3% + 7) Sarge < O, 
entonces Sama—S yo = y (0 + Bb? + c?). 


Se puede demostrar que siempre a? -! b? + 
+cd>4 V 3840 (en el problema 11.362 
se demuestra una desigualdad más fuerte), 
lo que significa que, para k = 573 la dife- 


rencia entre las áreas de los triángulos 4,B,C, 
y A¡B;C; es igual a Sanc- 

o 1. 305. Supongamos que los tres puntos 
dados forman el triángulo ABC. Son posibles 
dos familias de triángulos regulares circunscri- 
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tos alrededor del AABC. La primera familia 
se obtiene del modo siguiente. Construyamos 
sobre los lados del triángulo unas circunferen- 
cias de manera que los arcos de estas circun- 
ferencias, dispuestos fuera del triángulo, mi- 
dan un ángulo de 41/3. Tomemos un punto 
arbitrario A, de la circunferencia construida 
sobre BC; la recta A,¡B corta por segunda vez 
la circunferencia construida sobre BA en el 
punto C,, mientras que la recta A,C cortará 
la circunferencia construida sobre CA en el. 
punto B,. El triángulo 4,B,C, es uno de los 
triángulos de la primera familia. Designemos 
por E, F y Glos puntos de intersección de las 
bisectrices del A4,B,C, con las circunferencias 
construidas sobre los lados del triángulo dado. 
Los puntos E, F y G son fijos (E es el punto 
medio del arco de la circunferencia construido 
sobre BC y dispuesto al mismo lado de BC 
que el A4BC). Los puntos E, F y G son los 
centros de los triángulos regulares construidos 
sobre los lados del A4ABC, en su interior. 
El triángulo EFG es regular (véase el problema 
11.304), su centro coincide con el punto de inter- 
sección de las medianas del triángulo ABC. 
El centro del A4,B,C, se halla en la circun- 
ferencia circunscrita alrededor del EFG, el 
cuadrado del radio de esta circunferencia es 
igual (véase la solución del problema 11.304) 
a (25 — 28V3), donde a, b, c 
son los lados, S es el área del AABC. 

La segunda familia de triángulos regulares 
circunscritos alrededor del A4ABC se obtiene 
construyendo sobre los lados del AABC 
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unas circunferencias, cuyos arcos dispuestos 
fuera del AABC son iguales a 211/3. 

El lugar geométrico de puntos buscado cons- 
ta de dos circunferencias concéntricas, cuyos 
centros coinciden con el punto de intersección de 
las medianas del AABC, mientras que los radios 


son iguales a 5 5(a? + b? + + 281 3. 

11.306. Demostremos que los triángulos 
CB¡A, y CA¡B, se obtienen uno del otro 
girando alrededor del punto C a un ángulo 
de 90”. En efecto, ACAA, = ACBB, (| BB, |= 
=]|ACI| |1BC|=|44,|  ZCBB, == 
= ZCAA)) y, puesto que 44, | BCyBB, L 
1 AC, entonces B,C 1 A,C. De la misma 
manera A,C y B,C son iguales y mutuamente 
perpendiculares. 

11.307. Demuéstrese que las tangentes a la 
circunferencia, trazadas a partir de los vérti- 
ces, entre los cuales se encuentra un vértice 
del polígono, son iguales. De aquí se deduce 
que para el polígono con número impar de 
lados los puntos de tangencia son los puntos 
medios de sus lados. 

11.308. Notemos que, si se examina el 
sistema de vectores que tienen su origen en 
el centro del polígono regular de n lados, y los 
extremos, en sus vértices, la suma de estos 
vectores es igual a cero. En efecto, si todos 
estos vectores giran a un ángulo de 25/n, su 
suma no variará y, por otra parte, el vector 
igual a su suma girará al mismo ángulo. Por 
lo tanto, también la suma de las proyecciones 
de estos vectores sobre cualquier eje es igual 
a Cero. 
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Regresemos al comienzo del problema. Si 
( es el ángulo entre la recta dada (designémos- 
la por l) y uno de los vectores, los demás vecto- 


res forman los ángulos y + > p +2 = ea 

y 9+(n—1)%. El cuadrado de la 

distancia desde  k-ésimo vértice hasta l 

es igual a sen? ( +Hr=Y => (1 
g Qp = >) 

COS 29 + 2). Pero las magnitudes 


cos (24 + k 2) pueden considerarse como 
proyecciones sobre l de un sistema de n vecto- 
res que forman con 1 los ángulos 2p + pz 
(k =0,41,..., n — 1). Siendo n impar, estos 
vectores forman un polígono regular de n 
lados; siendo n par, será un polígono dos 


veces repetido de 5 lados. Respuesta: > ; 


11.309. a) Si un lado del polígono es igual 
a a, S es Su área, £,, La, » - -, 2, SON las distan- 
cias a partir de cierto punto en su interior 
hasta los lados, la afirmación del problema se 
deduce de la igualdad S = (ax, + ar2+... 
... +az,)/2. 

b) Examinemos un polígono regular que 
contiene el polígono dado en su interior, cuyos 
lados son paralelos a los lados del dado. La 
suma de las distancias a partir de un punto 
arbitrario en el interior del polígono dado 
hasta los lados del regular es constante (punto 
a) y se diferencia de la suma de las distancias 
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hasta los lados del dado en una magnitud 
constante. 

11.310. Designemos por B,, B», .. ., Bn+1 
los puntos simétricos a A, Az, ++ -» Án+1 
respecto al diámetro Ao4A2n+19 Cn y Cr son 
los puntos de intersección de la recta 
ArAs2n+1-2 con OA, y OAn+1. Sean Di, y 
D, los puntos de intersección de las rectas 
ArBr-1 y ArBx+, con el diámetro. Es evidente 
que estos mismos puntos son los puntos de 
intersección de las rectas BA, y BrAr+1 
con el diámetro. Está claro que AD,_¡4:+D; = 
= AC0C;. De este modo, la suma de segmen- 
tos CC; es igual a la suma de segmentos 
DD, (k=4,...,n), Do= 40, D, = 0, 
es decir, es igual al radio. 

11.311. Supongamos que A (fig. 56) es el 
punto dado, A, es cierto vértice del polígono 





de 2n lados, B,-, y B» son los pies de las per- 
_pendiculares bajadas desde A sobre los lados 
que comprenden Ax, Ax» y Px son los ángulos 
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formados por la recta AA, con estos lados 
(Pa == ZAAr/Br-1) Ah = ZAAB). Puesto 
que alrededor del cuadrilátero AB,-¡A4,Bx 
puede circunscribirse una circunferencia, en- 
tonces ZABx-1B, = UG, LAB¡Ba- = Bn (o 
completan estos ángulos hasta 180”); de esta 
manera, según el teorema de los senos, 





|ABr-11. _  senfx |ABR 1 11ABrsr lo 
| ABr | sen Ax ” | ABz |? 
— SnBrsenoro  Multiplicando estas igual- 
sen 2 sen Pr+1 
dades para k=2,4,..., 2n y sustituyen- 


do el índice 2n +4 por 41, obtenemos el resul- 
tado necesario. 

11.312. Demuéstrese que, si O, y Op+, 
son los centros de las circunferencias que son 
tangentes a la circunferencia dada en los puntos 
A, y An+1, B es el punto de su intersección 
que se halla en la cuerda A Ax+15 Tr Tr+1 
son “sus radios, entonces Ti + Ti =P, 
LAr0.B = LAn+10rn+1B = LA¡OA y +1 (r es 
el radio de la circunferencia dada, O es su 
centro). De aquí se deduce que los radios son 
iguales, uno sí y otro no, lo que, para n impar 
conducirá a que todos ellos serán iguales a 
r/2. Además, VA¿B + UBA +1, = UA/Ar+1 
(se toman los arcos menores de las circunfe- 
rencias correspondientes). 


11.313. a) Sea A un punto arbitrario de la 
circunferencia (4 se halla en el arco A,4 2, +1). 
Designemos un lado del polígono por a y la 
longitud de la diagonal que une los vértices, 
por b contando uno sí y otro no. Según el teore- 
ma de Tolomeo (problema 11.237) para el 
cuadrilátero AA;A;+14x+2 tenemos:| AA» | x 
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x a+ | AA py la = | AAz41 10 (k=1, 2, 
, 2n — 1). Correlaciones análogas pueden 


escribirse para los cuadriláteros 42. 42n+¡4 41 
Y A+ 44/49: 


| AA, la + | AA2n+1 1b= | AA2n | a, 
[AA+ la + 144,|b=1445]la. 


Sumando todas estas igualdades y dejando los 
vértices con números pares a la derecha y con 
los impares a la izquierda, obtenemos la afir- 
mación requerida. 

b) Nuestra afirmación se deduce del punto 
a) y del resultado del problema 1.206. (Fórmula 
análoga puede obtenerse en el caso de la tan- 
gencia interior.) 

11.314. a)Sea que l corta AC y BC en los 
puntos K y N, respectivamente, y es tangente 





Fig. 57 


a la circunferencia en el punto M (fig. 57). 


Designamos: |4AC|=|BC]|=a, JAK]|= 

= A | NM | = y. Es evi- 
(a — x)(a — y) 

dente a según 
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el teorema de los cosenos, para el ACKN es 
válida la igualdad (x + y)? = (a. — 2)? + 
+ (a — y)? — 2 (a — x) (a — y) cos a => 


es xT 
=> sen? == 2. De esta mane- 
2 (a— x)(a— y) 
uv 2 O A 
ra, , =sen*-7. (De manera análoga se 
examinan otros casos de disposición de la 
recta 1.) 


b) Aprovechemos el resultado del punto a). 
Multiplicando las igualdades correspondientes 
para todos los ángulos del polígono de n 
lados, obtenemos el cuadrado de la razón 
buscada y la misma razón resultará igual a 


2 2 2 
. «y 0%, son los ángulos del polígono. ' 
c) Hagamos uso del resultado del punto a). 
Designando los puntos de tangencia de los 


04 a o 
1/ (sen sen 2... sen 5), donde d«,, %z, 








lados AjA>z, AJA, .....y AsniÁ3n> AsnÁAr 
con la circunferencia por B,, B», ..., Bon-1, 
Bn, respectivamente, y Por Z,, Za, - + «+ Zon-13 
Lon, las distancias desde A,, Az, ..-, Ágn, 
respectivamente, hasta l, por Yi, Ya, - - -» Yan» 
las distancias desde B,, Bo, . . ., Ban, respecti- 
vamente, hasta 1 obtenemos: 
A 1 z3 1 
YanYa 2 %1 YiYa .on2 % 
en* —— 
E GE 
a 1 
y — == , donde Q;, Ax, ... 
Yan-1Y2n sen? an 
2 


«+ «y On Son los ángulos del polígono. Multi- 
plicando las igualdades que contienen 2,, 
Za» +.) Zon-1 y dividiéndolas por el producto 
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de las demás igualdades, obtenemos: 


( TjL3 --. Lon—1 )= 
Tag -.. Lan 





Ly %g Xan 2 
sen 3” Sen —3— ... sen 2 
5 1 Ag A%en-1 B 
sen 57 "77... —— 
2 Sen sen —5 , 


11.315. La afirmación del problema puede 
demostrarse por la inducción. El comienzo de 
la inducción, n = 4, se ha analizado en el 
problema 11.235. 

Sin embargo, puede proponerse otro cami- 
no, basado sobre la igualdad siguiente. Supon- 
gamos que en el triángulo ABC el ángulo 
máximo es A; r y R, respectivamente, son los 
radios de las circunferencias inscrita y cir- 
cunscrita; d,, da, d¿ son las distancias a partir 
del centro de la circunferencia circunscrita 
hasta los lados correspondientes del triángulo. 
Entonces 


r+R=dea + de + de (1) 
para el triángulo acutángulo y 
r+R=-—d, + dy +d, (2) 


para el triángulo obtusángulo (para el trián- 
gulo rectángulo d, = 0 y para éste es válida 
cualquiera de las correlaciones aducidas). 
Demostración. Supongamos que ABC es 
un triángulo acutángulo; Ap, By, Cy son, res- 
pectivamente, los puntos medios de los lados 
BC, CA, AB;O es el centro de la circunferencia 
circunscrita. Según el teorema de Tolomeo 
(problema 11.237) para el cuadrilátero AB/OC, 
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tenemos: > de + > d, = 5 R. Después de 
escribir otras dos relaciones semejantes para 
los cuadriláteros BC¿OA, y CB/04A, y al 
sumarlas, obtenemos: 


(Pb) (345) ás ($45) 0 
=5 (a+0+ 0) R= pr, 


de donde p(d, + di + d) — 5 (0d. + 


+ bd, + ada) = pR. Puesto que > (cd. + 


+ bdy + ada) = S = pr, después de reducir 
por p obtenemos la igualdad (1). De manera 
análoga se examina el caso de ZA > 90". 

De las correlaciones (1), (2) se deduce la 
afirmación del problema. Para esto escriba- 
mos las igualdades correspondientes para todos 
los triángulos de la partición. Notemos que 
cada diagonal sirve de lado para dos triángulos. 
Por consiguiente, en las correlaciones que 
corresponden a estos triángulos, la distancia 
hasta la diagonal elegida tendrá signos 
opuestos. Por consiguiente, si sumamos todas 
estas igualdades, obtenemos, a condición de 
que el centro de la circunferencia se halle en 
el interior del polígono, Y) r+R=d, + 
Hilado E das donde: dis des o O 
son las distancias a partir del centro de la cir- 
cunferencia hasta los lados del polígono. Pero 
si el centro de la circunferencia se sitúa fuera 
del polígono, la distancia hasta el lado máximo 
debe tomarse con el signo menos. 
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11.316. Examinemos, para concretar, el 
caso, en que el punto M se halla en el interior 
del polígono. Designemos por u y v las distan- 
cias desde M hasta A¡A, y AA, respectiva- 
mente, y por z e y, correspondientemente, las 
proyecciones de A¡M sobre A,¡4; y 414, 
(las magnitudes x e y deben considerarse posi- 
tivas, si estas proyecciones se hallan en. los 
rayos A¡Az y A¡An, y negativas en el 
caso contrario), |4,B,| = |14,B,|=a0, 
ZA¿A¡A, = QU. Es posible expresar u y v a 














, COS 
través dexey: u= E-=4 , U= e 
sen a sen Y sen a 
cos aL A 1Í—cosa' 
-- : de aquí u+v=(2x AR 
ad quí u +0 = (24 Y) 2 


=(2+ y) tg 7 =(2+y) E. Ahora tenemos: 


(| MB, P + | MB, PP) a = ((1 — ay? + 

+ u + (y — ay? + 0?) a = ((1 — ay? + 

+ (u— Tr + (y ar + (or + 

+ 2r (u + v) — 2r?) a = 2d%a + 2ra (u + v)— 
— 2r%4 = 2d%a Y 2r? (1 + y) — 2r?a. 


Después de escribir igualdades análogas para 
cada vértice y de sumarlas, obtenemos la afir- 
mación del problema. 

11.317. Examinemos tres triángulos: ABC, 
ACD y ADB que tienen el vértice común A. 
Designemos por B,, C, y D, las proyecciones de 
M sobre AB, AC y AD, respectivamente. Las 
rectas B,C,, C¡D, y D,B, son las rectas de 
Simson del punto M respecto a los triángulos 

ABC, ACD y ADB. Pero los puntos A, M, 
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B,, C,, D, se hallan en una circunferencia 
(AM es su diámetro). Por consiguiente, las 
proyecciones del punto M sobre B,C,, C,D, y 
D,B, se encuentran en una recta que es la 
recta de Simson del punto M respecto al tri- 
ángulo B,C,¡D,. Al examinar a continuación 
las proyecciones del punto sobre las rectas de 
Simson, que corresponden a los tres triángulos 
con el vértice común B, obtenemos que también 
estas tres proyecciones se sitúan en una recta 
y, por lo tanto, las cuatro proyecciones se 
encuentran en una recta. 

De la misma manera se realiza el paso in- 
ductivo de na n +1. 

11.318. Para concretar, supongamos que 
B, se encuentra en el arco A,4., el cual limita 
el segmento que no contiene la circunferencia 
$. Designemos por C,, Cy, . . . los puntos de 
tangencia de A¡A3, Az As, - - -, respectiva- 
mente, a la circunferencia f; por D,, D», ... 
los puntos de tangencia de B,B,, BB, ... 
a la misma circunferencia (fig. 58). K, L y P 
son, respectivamente, los puntos de intersec- 
ción de D,C, y AsB,, DC, y AzB,, A¡B, y 
AB. 

En los triángulos A,KC, y D,¡LB, tenemos: 
ZKC,¡A, = ZLD¡B,, ZC¡A¡K = ZD¡BL; 
por lo tanto, también C,KA, = ZD,LB.,, 
es decir, el AKPL es isósceles, | KP | = 
= PL 1. 

Examinemos la circunferencia y que es tan- 
gente a KP y PL en los puntos K y L, respecti- 
vamente. El centro de esta circunferencia se 
halla en la recta que pasa por los centros a 
y P (véase el problema 11.12). 
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Sea que la recta D,C, corta A2B, y A¿Bs 
en los puntos L' y M, respectivamente. Al 
igual que en el caso anterior, demostremos que 
existe la circunferencia y” con el centro en la 
recta que pasa por los centros a y f y es tan- 
gente a AzB, y A3B; en los puntos L” y M, 





Fig. 58 


respectivamente. Demostremos que y y y 
£oinciden. Para esto es suficiente demostrar la 
coincidencia de L y L'”. Tenemos: 


| AgL | Es S A2C¡D1 ser 
| LB, | SB,C¡Di 


pa 


7 1D1C11-142C, | sen L 49C1D, 


po — 
o] ¡O 


1 

7 | DiC1 |-1 BD, | sen Z B¿2D,C, 

| A2Ci | ; Ag] 
BD ye De manera análoga TEBA 
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_ Axel ._ | AgCy | 

| BaD; | BD 1? 
ciden. Observación. De los razonamientos se 
deduce que en el caso examinado los puntos 
de tangencia de y con las rectas A,B,, 42B, 
. . ., se hallan en el interior de los segmentos 
AB,, AzBa, 

11.319. En las designaciones del problema 
anterior la afirmación se reduce a lo siguiente: 
si A, +1 coincide con A,, entonces B, +, coin- 
cide con B,. Supongamos que esto no es así. 
Entonces 4,B, y 41,B,+, son tangentes a la 
circunferencia y, 4,43 corta y, B, y B, +, se 
hallan en el arco 4,4, que corresponde al 
segmento, el cual no contiene f. Los puntos de 
tangencia de A4,B, y 41B,+1 a y se encuentran 
en el interior de los segmentos 4,B, y A¡B, +1- 
Resulta que a partir de A, hacia y están 
trazadas dos tangentes; además, sus puntos de 
tangencia a y se disponen a un lado de la 
secante A¡A¿. Esto no puede ser. 

11.320. Examinemos el AB,¿XC¿. La recta 
XR es la bisectriz del ángulo C¿X By. Es 
tácil comprobar que ZC¿RB, = > + 5 Xx 
x Z. CoXBo. De aquí se deduce que C¿R y ByR 
son las bisectrices de los ángulos XC¿B, y 
XB.¿Co (véase el problema 1.46). Precisamente 
del mismo modo en los triángulos C¿Y Ap y 
A,ZB, los puntos P y Q son los puntos de 
intersección de las bisectrices. De áquí, toman- 
do en consideración que ZPAJQ = ZAl/3, 
ZOB,R = LBÍ3, RCP = £C13, obtene- 
mos la afirmación, de la cual se deduce el teore- 
ma de Morley. 


es decir, L y 1' coin- 
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11.321. Al solucionar el problema, aplique- 
mos las siguientes afirmaciones que se demues- 
tran fácilmente. 

a) Si en la bisectriz del ángulo interior M 
del triángulo KLM, en su interior se toma un 


punto N de manera que LENL=5 X 


Xx (un + KML), entonces N es el punto de 
intersección de las bisectrices del AKLM 
(véase el problema 1.46). 


b) Si en el interior del ángulo KML, fuera 
del AKLM, en la prolongación de la bisectriz 
del ángulo interior M se toma el punto N de 


tal manera que ZKNL = S (1 — KML), 


entonces N es el punto de intersección de la 
bisectriz del ángulo M y de las bisectrices de 
los ángulos exteriores K y L. 


c) Si en la bisectriz del ángulo exterior K 
del triángulo KML, en el interior del ángulo 
KML se toma el punto N de manera que 


¿MNL = > Z¿MKL, entonces N es el punto 


de intersección de la bisectriz del ángulo M 
y de las bisectrices de los ángulos exteriores 
K y L 

La demostración de nuestra afirmación para 
todos los valores posibles de i, j, k, (resulta 
que hay siete casos de éstos, con la precisión 
de hasta la permutación de los índices ¿, ¿, k) 
hagámosla según un esquema, enunciando y 
demostrando cada vez la afirmación inversa 
correspondiente, equivalente al caso examina- 
do del teorema de Morley. Un ejemplo de razo- 
namiento según semejante esquema lo da el 
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problema anterior. Para no repetir, primero 
separemos la parte general de los razonamien- 
tos. Examinemos el triángulo regular POR. 
En sus lados, usándolos como bases, están 
construidos los triángulos isósceles PXO, 
QYR, RZP (indicaremos más adelante de 
qué manera y qué triángulos están construi- 
dos). Designemos por A, el punto de intersec- 
ción de las rectas ZP e YO; por B,, el punto 
de intersección de las rectas XQ y ZR; por 
Co, el de las rectas YR y XP. Entonces, para 
cada caso demostremos que el triángulo 
ABC, es semejante al triángulo ABC y los 
rayos AyP y AQ, BO y ByR, C¿R y C/P 
son para éste las trisectrices de género corres- 
pondiente. 

Indiquemos ahora cómo y qué triángulos 
deben construirse en los lados del triángulo 
POR en cada caso. 


1) i=j=k=1; LPXQ=>% (a +24), 
LQYR=A(a42LB), LRZP=>3 (a + 


+2 4. C). Todos los triángulos están dispues- 


tos por la parte exterior respecto al A PQR. 
2) i=1,j=k=2 ZPXQ=% (a 24), 


LQYR= 1 -ÍEE, LRZP=5-EL, 


Todos los triángulos están dispuestos en 
el exterior respecto al A POR. (Supongamos 
que /A<mxm/2 Pero si ZA >1/2, enton- 
ces el A PXO pasa al otro lado del A POR, 
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ZPXO=Í (24 4—m)SiZ A=x/2, enton- 
ces el A PXO se transformará en un par de 


rectas paralelas. En lo ulterior hace falta 
tener en cuenta esta observación.) 


3) i=j=1, k=3; ZPXO=%(8—2LA), 


LQYR=F(aA-2LB) £ RZP=5 (a + 
+2 C). Los triángulos PXQ y QYR están 
dispuestos en el exterior respecto al A PQR, 
y el A RZP, en el interior (véase la obser- 
vación del punto 2). 


4) i=j=k=2 LPXO=5(1—2L 4), 
LQYR=5(1—2L B), LREP=5 (a 


—2 / C). Todos los triángulos están dispues- 
tos por el mismo lado de los lados correspondien- 
tes del APOR que el propio APOR (véase 
la observación del punto 2). 


5) 1=4,)=2,k=3; Z PXO==(8n+2L4), 
LQYR=H (1-24 B), L RIP=0-%. 
El triángulo PXO está construido hacia el 
exterior respecto al APOQR, mientras que los 
otros dos, hacia el interior (véase la observa- 
ción del punto 2). 

2L2A 


6) ¿¡=2, ¡=k=3; ZPX0=n-— 3 y 


LQYR=ZÍ (A+ 2LB), LRZP=>3 (a+ 


+2 C). El triángulo PXQ está dispuesto 
hacia el exterior, mientras que los otros dos, 
hacia el interior respecto al A POR. 
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1) i=j=k=3  LPXRQ=n-222, 
LQYR=a- 122, 1 RZP=n- EL, 
Todos los triángulos están dispuestos en el 
interior del A POR. 


El punto 1 está demostrado en el problema 
11.320. 


A título de ejemplo demostremos el pun- 
to 2. 


Sea que ZA < 1/2. Examinemos el trián- 
gulo B¿XC,, en el cual XR es la bisectriz del 


ángulo ByXCy. Además, ZBRC)=2 (n + 


+ ZB,¿XC.,). En correspondencia con la afir- 
mación a), R es el punto de intersección de las 
bisectrices de este triángulo (si A > 1/2, en- 
tonces B¿R y C¿R son las bisectrices de los 
ángulos exteriores del triángulo B,XC,). A con- 
tinuación, en C¿YA, tenemos: YP es la 
bisectriz del ángulo exterior Y, ZA/¿PC, = 


= a ZLAYC, (es fácil comprobarlo). En co- 


rrespondencia con la afirmación c), P es el 
punto de intersección de la bisectriz del ángulo 
C¿A/Y y de las bisectrices de los ángulos exte- 
riores A¿C¿Y y C¿YA) del triángulo C¿Y Ap. 
Precisamente del mismo modo el punto Q 
respecto al A4/¿ZB, es el punto de intersección 
de la bisectriz del ángulo ZA,B, y de las bisec- 
trices de los ángulos exteriores A,ZB, y 
A¿B,Z. (De esto se deduce que el triángulo 
POR respecto al triángulo A,¿B,C, está forma- 
do al intersecarse las trisectrices de primer 
género del ángulo 4, con las trisectrices de 
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segundo género de los ángulos B, y C, (se tiene 
en cuenta el punto 2).) Pero el mismo A4¿B,C, 
es semejante al AABC. 

En todos los demás puntos 3—7, los razo- 
namientos son análogos y varían sólo las afir- 
maciones empleadas a), b), c). 

- Al cambiar de lugares los índices i, j, k, 
notemos que al punto 5 le corresponden seis 
triángulos regulares; a los puntos 2, 3, 6, 
tres triángulos regulares a cada uno; a los 
puntos 1, 4 y 7, sendos triángulos regulares. 
De tal manera, en total obtenemos diez y ocho 
triángulos regulares. 

Ahora elijamos en cada caso las dimensio- 
nes del APOR de manera que el AA¿B.C,o 
correspondiente sea igual al AABC. Sobre- 
pongamos los diez y ocho dibujos obtenidos 
uno sobre otro de modo que coincidan los 
triángulos ABC. Escojamos el siguiente orden 
de superposición: primero tomemos el dibujo 
que corresponde al punto 1, luego, tres dibujos 
que corresponden al punto 3, después, seis 
dibujos del punto 5 y tres dibujos del punto 2 
y, por fin, tres dibujos del punto 6 y sendos 
dibujos de los puntos 4 y 7. En cada una de 
las superposiciones sucesivas, por lo menos 
uno de los vértices del triángulo regular corres- 
pondiente ha de coincidir con uno de los vérti- 
ces de los triángulos regulares ya existentes. 
El cálculo de los ángulos muestra que cinco 
vértices de dos triángulos regulares que tienen 
un vértice común, se hallan en dos rectas que 
pasan por este vértice común. De esta manera, 
los vértices de todos los diez y ocho triángu- 
los regulares «deben» situarse como está mos- 
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trado en la fig. 59. (En este dibujo por a,P', 
etc. se designa el punto de intersección de 
las trisectrices a, y P;.) 

11.322. Para el triángulo regular con el 
lado 1 el radio de cada una de las circunferen- 





cias de Malfatti es igual a nn La suma de 


las áreas de los círculos correspondientes es 
2— 3) r 

ina A Pero la suma de las áreas de los 

círculos, uno de los cuales está inscrito 

en este triángulo, mientras que otros dos son 

tangentes a éste y a dos lados del triángulo 

cada uno, es igual a a Ss ed. 


11.323. Hágase uso de la idad Rr = 


== Ea y de la desigualdad 2p =a+b + 
+ «> 3 Y abc (teorema del valor medio del 
cálculo diferencial). 

11.324. Si p, es el semiperímetro del tri- 
ángulo con vértices en las bases de alturas del 
dado; p, S, r y R son, respectivamente, el 
semiperímetro, el área, el radio de la circun- 
ferencia inscrita y el radio de la circunferencia 
circunscrita, entonces S = pr y, además, S = 
= p,¡R (esto último se deduce del hecho de 
que el radio de la circunferencia circunscrita, 
el cual se dirige hacia el vértice del triángulo, 
es perpendicular al segmento que une las bases 
de las alturas bajadas sobre los lados que 
parten de este vértice). Por consiguiente, p, = 


1 
= P A < eS 
11.325. Si m, es la mayor de las medianas, 
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al sustituir en la correlación mi > mi + m? 
que se deduce del planteamiento, las medianas 
por los lados a, b y c del triángulo (problema 
1.11), obtenemos que Pl < b? + c?, de donde 
2 (02402) _ Es 2 

005. >= Gpe El +5)>+> 

11.326. Sea O el ino de ienacción ds 
las diagonales del cuadrilátero ABCD. Supon- 
gamos que todos los ángulos indicados en la 
condición, son superiores a 11/4. Entonces, 
en los segmentos OB y OC se puede tomar los 
puntos B, y C,, respectivamente, de tal mane- 
ra que ZB,A0 = ZOB,C, = n/4. Sea que 
ZBOA = a > n/4. 


Tenemos: |0C| >|0C,|¡=—1 4H — 
V2sen ( EF) 

A CI A 
— cos 2a 
2sen (a) sen (a+) AA 
>|04A|. De la misma manera demostramos 


la desigualdad |[O4|>|0C|. He aquí una 
contradicción. 


11.327. Supongamos que en el A ABC los 
lados están ligados mediante la relación 
cíb<a. Tomemos en CB el punto M de 


tal manera que L¿CAM=5 LC. Hay que 


demostrar que | CM |<y- Según el teorema 
de los cnOs paraél A CAM tenemos: | CM| = 


ben b A ab? ed 
== 30 2cosC+1.. arab dbi—e? SN 2* 
sen 37 , 
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11.328. Supongamos que D es el punto 
medio de AC. Levantemos en D la perpendicu- 
lar hacia AC y designemos por M su punto de 
intersección con BC; AAMC es isósceles, por 
lo tanto, £MAC = ZBCA. Según la condi- 
ción, el AABD también es isósceles, Z ABD = 
= ZBDA, ZABM > 90” (según la condi- 
ción), Z¿ADM = 90%; por consiguiente, 
Z¿MBD>ZMDB y |MD|>|BM|]. De 
aquí se deduce que 24MAD > ZMAB (si 
representamos simétricamente B respecto a la 
recta AM, obtenemos el punto B, en el inte- 
rior del ángulo MAD, puesto que MD 1 AD 
y |MD|>|MB|=|MB, |; de tal modo, 


LES LA=L0, LO=>=>LA. 


11.329. Si la circunferencia es tangente a 
las prolongaciones de los lados AB y AC del 
triángulo ABC y su centro es O, es fácil en- 


contrar que BOC = 90” — > Z_A. De esta 


manera, ZBOC+ZA = 9" 4524 % 
+ 180". 

11.330. Supongamos que AD es la altura, 
AL, la bisectriz y AM, la mediana. Prolongue- 
mos la bisectriz hasta que se interseque en el 
punto A, con la circunferencia circunscrita 
alrededor del triángulo. Puesto que MA, || 4D, 
entonces 2MA,A = ZLAD. Respuesta: si 
ZA <90*, el ángulo entre la mediana y la 
bisectriz es menor que el ángulo entre la bisec- 
triz y la altura. Si 4 > 90, entonces, al 
revés; si ZA = 90, los ángulos son iguales. 

11.331. Si AD es la altura, AN es la me- 
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diana, M es el punto de intersección de las 
medianas, entonces ctg B+ ctg C = ar + 
|[CD| |1CB|_ |CB| [CB] 2 
TPTADISTADI? TANT VAN C3IMN]” 3* 

11.332. Del hecho de que S zm = SÓ sem 
y|BC|>]|BA |, |CM|> | MA | se dedu- 
ce que sen ZBAM > sen ZBCM. Por lo 
tanto, si los ángulos son agudos, entonces 
¿BAM > ZBCM; sólo el ángulo BAM 
puede ser obtuso. De esta manera, siempre 
£¿BAM > LBCM. 

11.333. Si |O4|=a, R es el radio de la 
circunferencia, K es el punto de intersección 
de OA y DE, es fácil encontrar que | OK | = 

—R2. ar? 
2a Za >. 
11.334. Las designaciones se dan en la 
fig. 60. En el primer caso (fig. 60, a) | AB |< 








=a — 











C 
K 
A B 
6 
Fig. 60 
< 144,173 141B,1+1B1B]|=]44, | + 
+I1ACI+1BDI+1BB,|= | AC | + 
+ |BD |. En el segundo caso (fig. 60, b) 
|ABI>1BK | —:| AK | > | BE | — 
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— | AC |. La afirmación inversa se demuestra 
fácilmente por reducción al absurdo. 

11.335. Sean K, £L y M los puntos de inter- 
sección de las rectas trazadas con AC. Designe- 
mos: |JAC|=b, |BC|=a, JAB|=c<, 
|BL | = 1. Según el teorema de la bisec- 
triz del ángulo interior encontramos: 
| EC | = E; empleando una vez más este 
teorema para el A BCL, hallamos: | LM| = 
ba lO. ba a ¿ 
Tate" l+a abc > El ): PELO 
LBLA=L1B4L0= EEES A 
(puesto que 1 C>3Z A—m). Por lo tanto, 
EST y FM E (1 - 

o -b 

ra <z: 

11.336. Supongamos que ABCD es el cua- 
drilátero dado. Examinemos el cuadrilátero 
AB,CD, donde B, es simétrico a B respecto a la 
mediatriz dirigida hacia la diagonal AC. Es 
evidente que las áreas de ABCD y AB,CD 
son iguales, los lados de AB,CD en orden de 
recorrido son iguales a b, a, c, d. Para el cuadri- 
látero AB,CD es evidente la desigualdad S < 
< 1/2 (ac + bd). La igualdad tiene lugar, 
si ZDAB, = ZB,CD = 90%, es decir, el 
cuadrilátero AB,CD es inscrito con dos ángulos 
opuestos iguales a 90 cada uno; por consiguien- 
_ te, el cuadrilátero ABCD también está ins- 

- crito en la misma circunferencia y sus diago- 
nales son perpendiculares. 

11.337. Examinemos dos casos. 

1) El triángulo dado (ABC) es acutángulo. 





na 
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Sea que el ZB es el máximo: 600 <ZB< 
< 90%. Puesto que las bisectrices de los ángu- 
los A y C son menores de 41, también las alturas 
de estos ángulos ha y hg son menores de 1. 
hahc v3 
2 sen B = 3” 

2) Si uno de los ángulos del triángulo, por 
ejemplo, B no es agudo, los lados que lo com- 
prenden, son menores que las bisectrices co- 
rrespondientes, es decir, menores de 41, y el 
área no supera a 1/2. 

11.338. Sea c el lado máximo, opuesto al 
vértice C. Si a? + db? + ec? — 8R? > 0, enton- 
ces a? + db? > 8R? — c? > e? (ya que c < 2R), 
es decir, el triángulo es acutángulo. Inversa- 
mente, supongamos que el triángulo es acután- 
gulo; entonces a? + b? + c? = 2m? + > e? 
(m. es la mediana al lado c); por eso, cuanto 
menor es la mediana, tanto menor es a? + 
+ db? + c?, pero la mediana es máxima, si C 
es el punto medio del arco, y disminuye al 
desplazarse C por el arco; pero cuando el trián- 
gulo pasa a ser rectángulo, entonces a? + 
+ b? + c? — 8R? será igual a 0. 

11.339. Al sustituir R y r según las fórmu- 


Tenemos Sage = 





las R = e yr = Ed úsese para S la fórmu- 

la de Herón y la igualdad 
abc 5 abe S 

45% (p — 3 =>) (» E Y 

== (024202) (a? — b? 4 c?) (— a? 4 b?7-c?). 








11.340. Supongamos lo contrario, por ejem- 
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plo, que c>a; entonces, 2c >c + au> lb» 
al cuadrar y sumar las desigualdades, obtene- 
mos: 5c? > a? + b?, lo que es una contradic- 
ción. 

11.341. La bisectriz del ángulo B es la 
bisectriz del OBH y la bisectriz del ángulo 
A es la bisectriz del 404H. A continuación, 
ZBAH = 90 — ZB< 90 — ZA = 
= ZABH, por lo tanto, | 4H | >| BH |. Si 
K y M son los puntos de intersección 
de las bisectrices de los ángulos A y B 


| HK | 14H] _ 144 | 
con ses Mea ANA Pao E > 
| BH E |HM | 
> RT R7] TOB| = [MOT De esta  ma- 


nera, |AK|>|HAM| y el punto de inter- 
sección de las bisectrices de los ángulos A y 
B se sitúa en el interior del A BOH. 

11.342. Designemos |AB|=|BC|= 
=a, |J4AM|=c, |MC|=b, |MB|=m, 
¿BMO = y, £MBO = q. Hay que demos- 
trar que |[OB|>]|0M| o p>pq, o bien 
cos y < cos q. Según el teorema de los cosenos, 
para el AMBA y el AMBC obtenemos: 

2 2__p2 == 
cos p — cos p = HALA Le AA ss 
UN cda ol Io taa le Ci 
A 2mab 
pero a—c=b-—a; por consiguiente, 


cos p— cos y = A En 


2mab 
__ (b—a)(m?—a?—)b(24—b)) 
o 2mab E 
— (ba) (m+b—a) (m—a-+b) 0 
2mab > 
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lo que había que demostrar. 
11.343. Tracemos por M la recta paralela 
a AC hasta que se interseque con AB en el pun- 








to K. Encontramos fácilmente: |AK | = 
E | AB | a 

a E Ad [MK ]|=|MB]|>x 
X 7 . Puesto que |AM|<|AK|+ 


+ |KM |, sustituyendo |AK | y | KM |, 
obtenemos 


|CM|-|AB] , |MB]-14C|] 
|AM|< 1 BC] “> |CB | 


=> (14M |—|AC]|)| BC ¡< 
<(14B|—|AC |) | MC |, 
lo que era necesario. 
11.344. El mínimo es igual a PA 
y se logra, si M es el centro de masas del AABC. 


Ar 58 





(Se puede demostrarlo aplicando, por ejemplo 
el método de coordenadas o valiéndose del 
teorema de Leibniz: véase el problema 11.140.) 


400 


11.345. «Enderecemos» el camino de la 
bola: para esto, en vez de «rechazar» la bola 
del borde, hagamos rechazar de manera especu- 
lar respecto a este borde la mesa misma. 
Obtendremos un sistema de rayos con vértice 
común; cualesquiera dos rayos vecinos forman 
el ángulo a. El número máximo de rayos del 
sistema que la recta puede cortar, es precisa- 
mente el número máximo de rechazos de la 


bola. Este número es igual a [E] +4, 
si = no es un número entero (lx] es la parte 


r . T r 
entera del número zx); pero si 7 €s un número 


entero, éste es igual al número máximo de 
rechazos. 


11.346. Si los caminos se construyen de la 
manera mostrada en la fig. 61 (4, B, C y D 
son las aldeas, los caminos son las líneas conti- 


nuas), su longitud total será 2-+2Y3< 
< 5,0. Se puede mostrar que la disposición 
indicada de los caminos realiza el mínimo de 
su longitud total. 


11.347. Si uno de los lados del triángulo 
que pasa por A, forma el ángulo q con la 
recta perpendicular a las rectas paralelas da- 
das, el otro lado del triángulo forma un 
ángulo de 180” — q — a; después de encon- 
trar estos lados, obtendremos que el área 


del triángulo es igual a — absena 
Ñ 2 cos p cos(p-+a) 
ab sen QU al 
TT Tcosa cos (ar2p Esta expresión es 
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mínima, si a +2p=180%. Respuesta: Sm = 
o 
=abctg 7. 

11.348. Tenemos Saco = UN Say 
= 2 (k + 1) Socp. Por consiguiente, Sacgp 
será máxima, cuando lo sea el área del 
triángulo OCD. Pero el triángulo OCD es 
isósceles con el lado igual a R; por lo tanto, 
su área es máxima, cuando alcanza su máximo 
el seno del ángulo en el vértice O. Designemos 
este ángulo por q. Es evidente que Q, < 
< p< n, donde q, corresponde al caso de 
perpendicularidad de AB y CD. Por consi- 
guiente, si p, < 1/2, el área máxima del 
AOCD corresponde al valor de q, = n/2; 
pero si py > 1/2, corresponde al valor q, = 
= po. Respuesta: si k< Y 2— 1, entonces 
Smáx = (k + 1) R?; si k>Y2— 1, enton- 
ces Smix = 2R? Y k(k + 2)/(k + 1). 

11.349. Supongamos que la recta BC satis- 
face la condición del problema: |BP | = 
= | MC | (la sucesión de los puntos es: B, P, 
M, C). Demostremos que el área del cuadrilá- 
tero ABNC es mínima. Tracemos otra recta 
que corta los lados del ángulo en los puntos 
B, y C,. Sea que el punto B se halla entre los 
puntos A y B,, entonces el punto C, se halla 
entre los puntos A y C. Hay que demostrar que 
Sprm.w >> Sccn- Esta desigualdad es ey! iva- 
lente a la desigualdad Spm,p>Scc,p, puesto 





-S Seco. 
que BBP_ COP _14FL Sumemos 
SBB¡N SCcCIN ¡AN | 


Sppc, a ambos miembros de la última desi- 
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gualdad. A la izquierda obtenemos Sp p+ 
+ Spec, = SpB¡Pc; =Sc,CB; (se deduce de la 
igualdad |BP|=|MC|), y a la derecha, 
Scc,p + Sape, = Sc,ch- Pero, evidentemente, 
Sc,cp,>Sc,cg. De manera análoga se analiza 
el caso, en que el punto B, se halla entre los 
puntos A y B. Construcción. Es suficiente tra- 
zar cualquier línea que corta los lados del ángu- 
lo dado y las rectas AN y AM en los puntos 
Bo, Po, Mo y Co, respectivamente, de modo que 
IBP. | =1M.Col y luego trazar por M 
la recta paralela a B¿C,¿. Examinemos el para- 
lelogramo AB¿DC.,; designemos por K y L 
los puntos de intersección de las rectas AP 
y AM,, respectivamente, con B¿D y C¿D. 
A partir de la igualdad | BP, | = | MoCo | 
se deduce que Sark = Sacir- El problema 
se reduce a la construcción de dos triángulos 
equivalentes AB¿K y AC,L, todos los ángulos 
de los cuales se conocen. Tomemos B, de 
manera arbitraria, construyamos el AAB,K. 
Indiquemos en AB, el punto £ de modo que 
ZB,¿KE = ZALC,. Construyamos el segmen- 
to AC, igual a Y | BE || B/o4 |. La recta 
B,¿C, es la buscada. Observación. Examinemos 
el problema siguiente. Por el punto M interior 
al ángulo dado hay que trazar la recta que 
corte los lados del ángulo en los puntos B y € 
de tal manera, que el segmento BC sea míini- 
mo. Del problema investigado se deduce que 
.el segmento BC será mínimo en aquel caso, 
cuando |BP|=|MC |, donde P es la 
proyección del vértice del ángulo dado sobre 
BC. (Más aún, se deduce también que si el 
segmento BC posee la propiedad indicada, 
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para cualquier otra recta que pasa por M y 
corta los lados del ángulo en los puntos B, 
y C,, la proyección del segmento B,C, sobre 
el segmento BC será mayor que | BC |). Sin 
embargo, la construcción de semejante segmen- 
to no siempre es posible con ayuda de un com- 
pás y una regla. 

11.350. Supongamos que M, y N, son otros 
dos puntos en los lados del ángulo (fig. 62). 





Entonces, £M,AN, = P, LAM,M = 360* — 
— a —P-— ZONA > 180 — ZONA = 
= ZAN,N. De aquí, tomando en considera- 
ción que ZMAM, = ZNAN,, obtenemos que 
IMA|<I|IVA]| y, por consiguiente, 
Suam < Sy, an; de este modo Soy,an, < 
< Soman" 

11.351. Teniendo en cuenta el resultado 
del problema anterior, hay que aclarar bajo 
qué condiciones en los lados del ángulo se 
puede hallar los puntos M y N tales que 
¿MAN =8B y [MA|=]|AN |]. Circuns- 
cribamos alrededor del triángulo MON una 
circunferencia (fig. 63). Puesto que q + y + 
+$ < 1807, el punto A estará fuera de ésta 
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Si L es el punto de intersección de la recta OA 
con la circunferencia, entonces deben cumplir- 


se las desigualdades ZAMN = 90 — L£ > 


> Z¿LMN = ZLON y ZANM=090 — 


== E > LLOM. De esta manera, si p < 


< 90— 1 yy <90— e se puede encontrar los 
puntos = M y N tales que | MA | =| AN | 
¿MAN Bf. Pero si las condiciones nose 





cumplen, es imposible encontrar semejantes 
puntos. En este caso el cuadrilátero del área 
máxima degenera en triángulo (uno de los 
puntos M o N coincide con O). 

11.352. Tomemos el punto A, en BC 
(fig. 64). El cuadrilátero OMA,N es equiva- 
lente al cuadrilátero OMAN, ¿MAN=< 
< ZMAN,, por consiguiente, si se toma el 
"punto M, en OB de manera que Z M,A¡N = 
= Z MAN, entonces Som,a.y > Soma y) Te- 
sulta que el área del cuadrilátero OMAN es 
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menor que el área del cuadrilátero máximo que 
corresponde al punto A,, lo que, tomando en 
consideración los resultados de los dos proble- 
mas anteriores, demuestra la afirmación. 

11.353. Sea, para concretar, que sen « > 
> sen f; tomemos en la prolongación de AB 
el punto K de tal modo que ZBKC == f, ya 
que ZCBK = ZADC (puesto que el cuadri- 
látero ABCD es inscrito), entonces el AKBC 
es semejante al AACD. Pero | BC | >|]CD|, 
por consiguiente, S rex > Sane y 
Saxc>SaApco: Pero Sarc= 


__ a?sen(a + PB) sen a 
— 2 sen $ á 
por consiguiente, Siren < E : 
Análogamente se demuestra que Sirco> 
a? sen (a + $) sen $ 
2 2 sen Qu i 
11.354. Examínense otras posiciones de 
los puntos M, y N, (£M,AN, = f) y mués- 
trese, teniendo en cuenta la condición de 
a + f >180? que el triángulo «agregado» 
posee mayor área que el triángulo en el cual 
disminuye el área (de manera análoga a la 
solución del problema 11.350). 
11.355. Tomando en consideración el resul- 
tado del problema anterior y razonando de la 
misma manera que en el problema 11.351, 


obtenemos que, si q >90* — 1 y y >90— 


— - , el cuadrilátero del área mínima existe 


y para éste |MA|= || AN |. Pero si esta 
condición no se cumple, el cuadrilátero busca- 
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do degenera (uno de los puntos M o N coincide 
con el vértice O). 

11.356. Tomemos el punto 4, para el cual 
se cumplen las condiciones del problema, y 
cualquier otro punto A. Trazando por A, 
las rectas paralelas a AM y AN, las cuales 
cortan los lados en los puntos M, y N,, cercio- 


LB 
M A, 
M 
A 
7 W E 
Fig. 64 


rémonos de que Som,am < Soman Y, Por 
consiguiente, tanto más el área del cuadrilá- 
tero mínimo que corresponde al punto A, es 
menor, que el área del cuadrilátero OMAN, 
el cual es el cuadrilátero mínimo que corres- 
ponde al punto A. 

11.357. El radio del círculo máximo es 
igual al radio de la circunferencia circunscrita 
alrededor del triángulo regular con el lado de 
: 2R, es decir, 2R/Y 3. (Tomemos semejante tri- 
«ángulo y en sus lados usados como diámetros, 
construyamos las circunferencias). Para cual- 
quier circunferencia de radio mayor, si ésta 
estuviera cubierta con los círculos dados, se 
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encontraría un arco no menor de 120", cubierto 
por un círculo, pero semejante arco contiene 
una cuerda mayor de 2R, lo que es una contra- 
dicción. 

En el caso general, si existe un triángulo 
acutángulo con los lados 2R,, 2R»,, 2R3, el 
radio de la circunferencia circunscrita alrede- 


K 


Fig. 65 


dor de éste será el buscado. En todos los demás 
casos el radio del círculo máximo es igual al 
mayor de los números R;,, Ra, Ra. 

11.358. Se puede. En la fig. 65 se exponen 
tres cuadrados unitarios que cubren un cuadra- 
do con el lado 5/4. 

11.359. Notemos al principio que el lado 
del triángulo regular mínimo que cubre el 
rombo con el lado a y el ángulo agudo de 60, 
es igual a 2a. En efecto, si los vértices de los 
ángulos agudos M y N del rombo se encuen- 
tran en los lados AB y BC del triángulo regu- 
lar ABC y ZBNM=a0, 30 <a=<090", 
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entonces, después de encontrar | BN | según 
el teorema de los senos a partir del ABNM, 
y | CN | según el teorema de los senos a partir 
del AKNC (K es el vértice del ángulo obtuso 
del rombo; además, se puede considerar que 
este vértice se sitúa en el lado AC), obtenemos 
después de las transformaciones: | BC | = 

cos (60% —a) : 

ETT tomando en  considera- 
ción que 30” < a < 90”, hallamos que | BC | > 
> 2a. Es fácil ver que se puede cubrir un 
triángulo regular del lado 3/2 con tres triángu- 
los regulares del lado 1. Para esto cada triángu- 
lo unitario se pone de tal manera que uno de 
sus vértices coincida con uno de los vértices 
del triángulo que se cubre, mientras que el 
punto medio del lado opuesto coincida con el 
centro del triángulo que se cubre. 


Mostremos ahora que el triángulo regular 
del lado b >3/2 no se puede cubrir con tres 
triángulos regulares unitarios. Si semejante 
recubrimiento fuera posible, los vértices A, 
B y C estarían cubiertos con triángulos dife- 
rentes y cada uno de los lados AB, BC, CA se 
cubriría con dos triángulos. Sea que A pertene- 
ce al triángulo l; B, al 11; C, al 111; el centro O 
del triángulo pertenece, por ejemplo, al tri- 
ángulo 1. Tomemos en AB y AC los puntos 


M y N tales que |AM|=|4N |=%Fb. 
Puesto que | BM |=|CN |=%b>1, los 


puntos M y N también pertenecen al triángulo 
1 y, por consiguiente, el rombo AMON está 
cubierto por completo con el triángulo, cuyo 
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lado es menos de 2|4M| (2]|4M|] >1), 
lo que es imposible. 

11.360. Designemos las razones Ar > 

CN ML 

E y ap por a, $B y y. Entonces 
(véase la solución del problema 1.221) 
P =Qaby, S=0Q (a+ 1) (B+1) (1 +1). Después 
hagamos uso de la desigualdad (a-+1)x 
x (BH (+ 9>(V aby +1). 

11.361. Sea que ctga=x, ctgH= y, enton- 


2 
ces Ctg y = A — E —x, arctga + 


r+y 
+b?ctg P+ 0? ctg y = (a? —b?— c2) +0? (x7+ 
+ y) + e? — . El mínimo de la expre- 


sión b?(x+4-y) +e? — con x fijo y 


x+y>0 se logra para tal y, para el cual 














se cumple la igualdad 0? (x+ y) = e? = a 
da =, De este modo, —= 
y 2274 b a 


e t+y _ seny 


A . Por lo tanto, el valor 
Vi +1 sen $ 





mínimo de la expresión dada en la condición 
se logra para tales a, $ y y, cuyos senos son 
proporcionales a los lados a, b y c, es decir, 
cuando los triángulos examinados son semejan- 
tes. Pero en este caso tiene lugar una igualdad 
(es fácil comprobarlo). 

11.362. Designemos: p —-a=x,p=b= 
= Y, p — € = Z (pes el semiperímetro). Dejan- 
do en el segundo miembro de la desigualdad 
4S Y 3, obtenemos después de transformar el 
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primer miembro (por ejemplo, a? — (b — c)? = 
= 4 (p — b) (p — c) = 4yz) y sustituir $ se- 
gún la fórmula de Herón la desigualdad xy + 
4 yz + 21 > V 3 (a + y + 2) xyz. Dividien- 
do ambos' miembros de la desigualdad por 
V xyz y' sustituyendo u= V (2y)/z, v= 


= V (ydlzx, w= V (0d/y (1 =uw, y = vu, 
z = wv), obtenemos la desigualdad u + v + 
-+w> V3 (uv + vw + wu), la cual, después 
de elevarla al cuadrado, se reduce a la desigual- 
dad conocida  u* + 0? + w* > uv + vw + 
+ wu. : 

11.363. Existen dos familias de triángúlos 
regulares circunscritos alrededor del triángulo 
dado (véase el problema 11.305). Construyamos 
sobre los lados del triángulo ABC hacia el 
exterior los triángulos regulares ABC,, BCA,, 
CAB, y circunscribamos alrededor de éstos las 
circunferencias. Los vértices de los triángulos 
de la primera familia se sitúan uno en cada 
una de estas circunferencias. Supongamos que 
O,, O,, Oz son los centros de estas circunferen- 
cias (A0,0,03 es regular, véase el problema 
11.304). El área máxima la tendrá el triángulo, 
cuyos lados son paralelos a los lados del tri- 
ángulo 0,0,03 (la secante que pasa por el 
punto de intersección de dos circunferencias, 
tiene longitud máxima cuando es paralela 
a la línea de centros; en este caso su longitud 
es dos veces mayer que la distancia entre los 
centros). El área del triángulo máximo será 


So = 480,0,0, = Yer pre, 25 V3), 
donde S es el área del triángulo dado 
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(véase la solución del problema 11.305). 
Para los triángulos de la segunda familia el 
área del máximo será menor. Entre los trián- 
gulos regulares inscritos en el dado, el área 
mínima la tendrá aquel, cuyos lados son para- 
lelos a los lados del triángulo máximo circuns- 
crito. Esto se deduce del resultado del 
problema 1.241. Su área es igual a S,= 
= $*/S,. De esta manera, el área del triángulo 
regular circunscrito máximo es igual 
a Sy = MÉFYID 95 y el área del 
2 
triángulo mínimo inscrito es S, = = , donde 
eS 
S es el área del triángulo dado. 

11.364. Circunscribamos alrededor del tri- 
ángulo AMC la cirounferencia. Todos los 
triángulos A¿MC que se obtienen al desplazar 
M por el arco AC, son semejantes entre sí, por 





. . r | CM | 7 
consiguiente, la razón Tam] Será para ellos 
: 1 
una misma. Por eso, si. M es el punto del 
mínimo de la expresión f (M) = AA 


entonces BM ha de pasar por el centro de la 
circunferencia circunscrita alrededor del tri- 
ángulo AMC; de lo contrario se puede dismi- 
nuir |BM |, dejando constante la razón 
| CM | : 
| AJM | 
de intersección de las rectas BM y CM con la 
circunferencia circunscrita alrededor del tri- 


. Sea que ahora B, y C, son los puntos 


ángulo ABC, entonces AA = 
1 
| CM |] AM | | AM-|-| BM | P 
= Ai = AH Gm. Por con- 


| BM | l+EM | 
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siguiente, las rectas AM y CM también de- 
ben pasar por los centros de las circunferencias 
circunscritas alrededor de los triángulos BMC 
y AMB, respectivamente. De tal modo, el 
punto M es el centro de la circunferencia ins- 
crita (véase el problema 11.125). Además, en 
este caso A, es el centro de la circunferencia 
circunscrita alrededor del triángulo CMB, 


sen ZMBC = AA 





por lo tanto, = 2r. Regresemos 


al problema de que la función f (M) alcanza 
el valor mínimo. El teorema de análisis cono- 
cido afirma que la función continua en un 
conjunto cerrado alcanza su valor máximo y el 
mínimo. En particular, este teorema es válido 
- para la función de dos variables definida en 
un polígono. Sin embargo, a este problema 
el teorema no se aplica directamente: la 
función f (M) no está definida en los vértices 
del triángulo ABC. Pero si se cortan los ángulos 
del triángulo, se obtiene un hexágono, en el 
cual f (M) será ya una función continua y, 
por consiguiente, tendrá el valor mínimo. Se 
puede demostrar que en proximidad de la fron- 
tera del triángulo f (M) > 2r. Por eso, si los 
ángulos cortados son suficientemente pequeños, 
el valor mínimo de f (M) en los hexágonos y, 
por lo tanto, también en el triángulo se logra, 
cuando M es el centro de la circunferencia ins- 
- crita; este valor mínimo es igual a 2r. Por 
otra parte, f (M) no toma su valor máximo, 
aunque está acotada. Demuéstrese que f (M) < 
< l, donde l es la longitud del lado máximo 
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del triángulo ABC, para todos los puntos del 
triángulo, excluyendo los vértices, y f(M) 
puede tomar valores tan próximos a l como 
se quiera. 

11.365. Tomemos en los rayos MB y MC 
los puntos C, y B,, respectivamente, de tal 
modo que |MC,|=|MC|, | MB, | = 
=|MB| (AMC,B, es simétrico a AMBC 
respecto a la bisectriz del ángulo BMC), C, 
y B, son, respectivamente, las proyecciones de 
C, y B, sobre la recta AM. Tenemos: | BM | x 
x sen ZAMC + | CM | sen ZAMB = 
= | B,¡M| sen ZAMC+|C,M| sen ZAMB= 
=|B,B,1+1CiC21>1B,¡C, | = a. Al 
escribir otras dos desigualdades semejantes y al 
sumarlas, demostraremos la afirmación del 
problema. No es difícil comprobar que, si M 
coincide con el centro de la circunferencia ins- 
crita, la desigualdad se transforma en igual- 
dad. 

11.366. a) Resolvemos, al principio, ' el 
problema siguiente. Sea M el punto en el lado 
AB del triángulo ABC, las distancias a partir 
de M hasta los lados BC y AC son iguales a u 
y v, respectivamente; h, y h, son las alturas 
bajadas sobre BC y AC, respectivamente. De- 


Es h h 
mostrar que la expresión 7 e alcanza 


su valor mínimo, cuando M es el punto medio 
de AB. Designemos, como siempre, | BC | = 
=a, JAC|=0b, S es el área del AABC. 
28 —au 
E 


gamos v en la expresión = + = t y ob- 


Tenemos: au + bv = 2S, v= Pon- 
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tendremos atu? — 2Stu + 2h,S =U. El dis- 
criminante de esta ecuación no es negativo, 
S? (* — 4t) >0, de donde t>4. El valor 
mínimo de t=4 se alcanza cuando u = 
= S/la = hi2, v= h,/2. De este problema 
se deduce que el valor mínimo del primer 
miembro de la desigualdad del punto a) se 
obtiene cuando M es el punto de intersección 
de las medianas. Análogamente se demuestran 
las desigualdades de los puntos b) y c). En el 
punto b) hace falta determinar para qué punto 
M en el lado AB el producto uv obtiene su 
valor máximo. En el punto c) dividamos pre- 
viamente ambos miembros de la desigualdad 
por uvw y resolvamos el problema del mínimo 
de la función (h,/u — 1) (h,/v — 1) para el 
punto M en AB. 

11.367. Supongamos que para el triángulo 
acutángulo ABC se cumple la desigualdad 
[ACI<|ABI<!|B2C |; BD es la altura, 
O es el centro de la circunferencia circunscrita 
e I, el centro de la inscrita en el AABC; E es 
la proyección de sobre BD. Puesto que 
LED | =r, hay que demostrar que | BE | > 
>R=|B0 |. Pero BI es la bisectriz del 
ángulo EBO (BI es la bisectriz del ángulo 
ABC y ZABD= ZOBC), ZBEIl = 090", 
¿BOI >.90” (lo último se deduce de que la 
proyección de CÍ sobre BC no supera | BC |/2). 
Por consiguiente, | BE | > | BO | (represente- 
mos BO simétricamente respecto a BJ). 

11.368. Puesto que el área del triángulo 
formado por las medianas del otro triángulo 
constituye 3/4 partes del área del triángulo 
inicial y para. cualquier triángulo abc = 
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= 4RS, hay que demostrar que para el trián- 
gulo acutángulo es válida la desigualdad 


m¿m,M, > - abc. (1) 


Para hacer los cálculos cómodamente suponga- 
mos que uno de los lados es igual a 2d y la 
mediana a este lado es igual a m. Puesto que 
el triángulo es acutángulo, entonces m > d. 
Designemos por t el coseno del ángulo agudo 
comprendido entre esta mediana y el lado 2d, 
0<t<d/ím (t<d/m es la condición del 
carácter acutángulo del triángulo). Expresan- 
do los lados y las medianas por medio de d, 
m y t y poniendo las expresiones halladas en 
la desigualdad (1), después de las transforma- 
ciones obtenemos: m? (9d? + m?)? — 25d? x 
Xx (d? + m?)? > 1tdm? (64m? — 100d?). El 
primer miembro de la desigualdad se reduce 
a la forma (m? — 4dm + 54?) (m* + 4dm + 
+ 5d?) (m? — d?). Para m > d esta expresión 
es positiva. Además, si m = d (el triángulo es 
rectángulo), el primer miembro de la desigual- 
dad no es menor que el segundo (la igualdad 
existe para t = 0). A continuación, si d< 
<m < - d, el segundo miembro de la des- 
igualdad no es positivo y la desigualdad es 
válida. Sea que m > 7d. En este caso, el 


segundo miembro de la desigualdad es menor 
que el valor obtenido para it = d/m. Pero 
cuando t= d/m, el triángulo de partida es 
rectángulo y para los triángulos rectángulos 
ya está demostrada la validez de la desigual- 
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dad no estricta. (Es suficiente repetir los 
mismos razonamientos respecto al otro lado del 
triángulo.) De esta manera está demostrado 
que para cualesquiera triángulos no obtusán- 
gulos, a excepción de los isósceles y rectángu- 
los, es válida la desigualdad (1); para los tri- 
ángulos isósceles y rectángulos tiene lugar 
una igualdad. 

11.369. Supongamos que M se halla en el 
interior del ABC a las distancias x, Y y 2, 
respectivamente, hasta los lados BC, CA y 
AB. El problema consiste en determinar el 
mínimo de x? + y? + 2?, bajo la condición 
de que az + by + cz = 284pc- Es evidente 
que este mínimo se logra para los mismos 
valores de x, y, z, que el mínimo de 2? + y? + 
+ 22— 2 (ar + by + cz) = (1 — Mm)? + 
+ (y — AY + (2 — My? — Y (a? + b? + c?), 
donde A es un número arbitrario fijo (bajo la 
misma condición de que ax + by + cz = 
= 2S anc)- Al tomar A = A 
(A se encuentra a partir de las ecuaciones 
z=M, y =4b, 2=M, ax + by +cz= 
= 2S Anc), vemos que el mínimo de la última 
expresión se logra para z = M, y = Ab, 2 = 
= M. Ahora, sea que el punto M está alejado 
de BC, CA y AB a las distancias la, Ab y Me, 
respectivamente, y el punto M, es simétrico 
a M respecto a la bisectriz del ángulo A. 
Puesto que Samco= Sam, entonces M, 
se sitúa en la mediana del ángulo A y esto 
significa que M se halla en la simediana de 
este ángulo (véase el problema 11.171). 

11.370. Supongamos que M es un punto 
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dispuesto en el interior del triángulo ABC, 
cuyo ángulo máximo es inferior a 120”. Haga- 
mos girar el AAMC alrededor del punto A 
a un ángulo de 60” hacia el exterior respecto al 
AABC. En este caso, el punto C pasará al 
punto Cy y el punto M, al punto M,. La suma 
JIAMI+|BM]+]|CM| es igual a la 
quebrada BMM,C. Esta quebrada será 
mínima, cuando los puntos M y M, se hallan 
en el segmento BC,. De aquí se deduce la afir- 
mación del problema. 

11.371. Supongamos que ABC es el trián- 
gulo acutángulo dado, A, es un punto en el 
lado BC; B,, en CA; C,, en AB; 4A)z y Az 
son los puntos simétricos a A, respecto a los 
lados AB y AC (respectivamente). La quebra- 
da 4,C,B,43 es igual al perímetro del triángu- 
lo A,B,C,; por consiguiente, este perímetro, 
siendo fijo el punto A,, será mínimo, cuando 
los puntos C, y B, se hallan en el segmento 
AA 3, y será igual a | 4,43 |]. Pero el A4A443 
es isósceles, LA,443 = 2 L BAC, | 4,4 | = 
= | 434 | = | 44, |. Por lo tanto, | 4,43 |] 
será mínimo, si 44,€s la altura del ABAC. 
Precisamente de la misma manera deben ser 
alturas también BB, y CC,. 

11.372. Si el ángulo máximo del triángulo 
es menor de 120”, la suma de distancias tomará 
el valor mínimo para el punto, desde el cual 
los lados se ven bajo el ángulo de 120” (véase 
el problema 11.370). Esta suma es igual a 
| BC, | (designaciones del problema 11.370). 
El cuadrado de esta suma es igual a a? + 


+ dB? — 2ab cos (LC +60) = 5 (04 12 + 
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+ e?) + 28 y 3. Pero a partir del problema 
11.362 se deduce que a? + b? + c? > 48 Y 3. 
Nos queda demostrar la desigualdad S > 
> 3V 3r?. Esta desigualdad se demuestra 
bastante fácilmente; la misma expresa el 
hecho de que de todos los triángulos circunscri- 
tos alrededor de la circunferencia dada el área 
mínima la tiene el triángulo regular (para 
éste se cumple la igualdad). Para concluir la 
demostración hace falta comprobar la desigual- 
dad a + b > 6r, puesto que para el triángulo 
con el ángulo superior a 120”, la suma de distan- 
cias hasta los vértices toma el valor mínimo en 
el vértice del ángulo obtuso. 
11.373. Demostremos el segundo miembro 
de la desigualdad. Para concretar, sea que 
b><C. 
1) Si a<b, entonces 2p9=a+b+c=(b— 
2 
—a) +c+2a< 204 20<220420=2 442. 
2) Si a>b>c, entonces a< 2b y 2p=a+ 
+b+c=(b ea) +2a<e+ 20 < LW 
+ 2a =2 A . 


El primer miembro de la desigualdad se 
deduce del segundo miembro y de la identi- 


dad (b+c)(p—a)—becos A=a (EL — p) ; 





. IBN| _ 14M] _ AL] _ 
e Tenemos: TNT T1MCT 11D" 
== ADT es decir, KN es paralela a CD, 


el cuadrilátero KEMN es un paralelogramo. 
Sea que | 4AK|=a, |KC|=b, |BK|=x, 
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|KD|=y, > entonces 


2 
Sarm=Sarm— SaxL= (7) Sanc — 
T x 


A E O, A 
aby ab "ADC" py NN 





a 
A a+b +) yz Sarco a Sasco: 
Designemos: y/x = t. No es difícil demostrar 
que el valor máximo de la función t/(1 + ty? 
se obtiene con t = 1/2 (por ejemplo, al tomar 
la derivada de esta función) y es igual a 4/27. 
De esta manera, Sximyn = 28x1m < 


= > Sapco: 

11.375. Designemos los lados del AABC, 
como siempre, por a, b y c; Í es el centro de la 
circunferencia inscrita. Es válida la igualdad 
vectorial siguiente (ésta se deduce de la pro- 
piedad de la bisectriz, véase el problema 1.9): 


TA.a +1B-b + 1C.c=0. (1) 


Además, |IB|<c, |IC |< b. Estas desi- 
gualdades se deducen de que los ángulos AJB 
y AIC son obtusos. Tomemos el punto A, 
suficientemente próximo al punto 4, de ma- 
nera que sigan cumpliéndose las desigual- 
dades |I,¡B|<c, [I,C | <b, donde Tf, es 
el centro de la circunferencia inscrita en 
el A4,BC. Los lados del A4,BC son iguales 
aa, b,, c,, Lo mismo que para el AABC escri- 
bamos la igualdad 


na pan ae 
T,¡A,:a + 1,5:b, + 1,C-c, = 0. (2) 
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Restemos (1) de (2): 
a(1,4,—14)+1,B:b,+1B-b+ 


— — 
+I1,C.c,—1IC.c=0. (3) 
Notemos que 
1,4,—14=11 +44, (4) 


1,B.0,—IB.b-I1B(b,—b)+LJ1:b, (5) 


1,C- e TO. a A E (6) 


Sustituyendo en (3) las diferencias correspon- 
dientes según las fórmulas (4), (5), (6), obtene- 
mos: 


LI Ta+b+o +44 a+LB(b, —b) + 
E E E 


— — 
Puesto que |/, RSS. [7,0] <b, [b,-—b] < 
<J|A;, A ed 14,41, entonces IL,T| = 


b+e 

<|AA,|- da bs =|445|. 

De esto se puede deducir la afirmación del 
problema para cualquier posición de A,. Ob- 
servación. En esencia, se ha diferenciado la 
igualdad (1) y se ha demostrado que | Va | > 
> | V, |, donde VA y V, son las velocidades, 
con las cuales se desplazan los puntos A e /, 
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11.376. Circunscribamos alrededor de los 
triángulos ABF, BCD y CAE las circunferen- 
cias. Estas tienen un punto común M. Puesto 
que los ángulos del triángulo DEF son cons- 
tantes, D = y, ZE =aq,ZLF = Pf, las cir- 
cunferencias construidas y el punto M no de- 
penden de q. El lado DF (y, por consiguiente, 
también EF y ED) será máximo, cuando 
DF es perpendicular a BM. Sea q, el ángulo 
que corresponde a esta posición. Entonces, 
¿MBC = ZLMCA = ZMAB = 90” — Qo. 
Prolonguemos CM hasta que interseque a la 
circunferencia, circunscrita alrededor del tri- 
ángulo AMB, en el punto F,. Se puede en- 
contrar que ZF,BA = au, ZF¡AB =P; F,B 
resulta paralela a AC. Bajemos desde F, y B 
las perpendiculares F,N y BL sobre AC. Pues- 





to” que |F,N | =|BL |, entonces tg po. = 

Ñ e _ ICN| JAN] 

= ctg (90 Po) ¡FMI ¡FANT + 
[AL] ICL]| 


+ ma +5 “eb + ctga + 


+ ctg y. De esta manera, tg p, = Ctg a SE 
+ ctg $ + ctg y. Observación. El ángulo w = 
= 90” — q, se llama ángulo de Brocard y el 
punto M, punto de Brocard. Para cada trián- 
gulo existen dos puntos de Brocard. La posi- 
ción del segundo punto M, se determina por la 
condición £M,BA = ZM,AC = ZM,CB. 











z paCcat >, 1BArl 
11.377. Supongamos que ABI => BO" 
=Y, ICBil 2. Consideremos que <1/2. 


[CA] 
Si suponemos que las áreas de los triángulos 
AB,C,, BC,A, y CA,B, son mayores que el 
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área del triángulo A,B,C,, entonces z < 1/2 
(a no ser así, Sac,  < Saca) e y < 1/2. 
Las áreas de todos los triángulos examinados 
se expresan fácilmente a través de Sec y 
z, y, 2, por ejemplo: Sap,c, = 2 (1 — 2) San 
La desigualdad SA, BiC, < Sa BC, Se reduce 
a la forma 1—zx(1l — z23—y(U-—a) — 
— 23 (1 —y) <zx (1 — 2). Al sumar tres de- 
sigualdades semejantes, obtenemos: 3 — 
— 4x (1 — 2) — 4y (1 — 2) — 4z (1 — y) < 
< 0. 

Puesto que la última desigualdad es li- 
neal respecto a zx, y, z, entonces, si la misma 
se cumpliera para ciertos x, y, z comprendidos 
entre 0 y 1/2, asimismo debería cumplirse tam- 
bién para cualquier juego de valores extremos 
de las variables, es decir, para cada variable 
igual a0oa 1/2. Pero se puede comprobar 
que esto no es así. La contradicción obtenida 
demuestra nuestra afirmación. 

11.378. Sea que Q es el punto medio de - 
OH. Como se conoce, Q es el centro de la cir- 
cunferencia de los nueve puntos (véase el pro- 
blema 11.160). Tenemos: | OH |? + 4 | QT |? = 
=2]|01 PP 4 2]|HAT [?. Puesto que | QÍ | = 
= R/2 — r (basándonos sobre el teorema de 
Feuerbach, problema 11.287), | OÍ |? = R? — 
— 2Rr (fórmula de Euler, problema 11.193) y 
tomando en consideración que R > 2r, obte- 
nemos: 


[OH PR =2| 1H P. + R2— 4r? > 
> 2]|1H |. 


11.379. Una idea elegante para demostrar 
las desigualdades de semejante tipo la pro- 
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puso Kazarinofí (Kazarinoff, Michigan Mathe- 
matical Journal, 1957, N” 2, págs. 97—98). 
Su esencia consiste en lo siguiente. "Tomemos 
en los rayos AB y AC sendos puntos B, y Ci, 
respectivamente. Es obvio que la suma de las 
áreas de los paralelogramos construidos sobre 
AB, y AM y sobre AC, y AM es igual al área 
del paralelogramo, uno de cuyos lados es 
B,C,, mientras que el otro es paralelo a AM. 
y es igual a | 4M | (véase también el proble- 
ma 11.40). Por consiguiente, 

|AC,|lv+ /14B,|w<|B,C,|z. (1) 

a) Supongamos que los puntos B, y Cy 
coinciden con los puntos B y C; entonces, la 
desigualdad (1) dará la desigualdad bv + 
+ cw < ax. Al sumar tres desigualdades seme- 
jantes, obtenemos la requerida. 

b) Si |4AB,|=|4C |, 14C,1=]|ABl, 
la desigualdad (1) dará la desigualdad cv + 


+ bw < ax o 1 > + q Y: Al sumar tres. 
desigualdades semejantes, obtenemos: 


o a ira DÁ 
++) 0>2 (04040). 


c) En el punto a) se ha demostrado la de- 
sigualdad azx>bv +cw, de donde nu>— uv + 


Cc AN a 
Pa wu. De la misma manera yv > Uv+ 


b 
+ un, 200>-— U-+ — VW. Al sumar estas 


tres desigualdades, obtenemos 
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zu +yo+ zw > (F+2) uv—+ 
+24 5) ms (9+5) > 


> 2 (uv + vw-- wu). 


d) Designemos por A,, B,, C, las proyeccio- 
nes del punto M sobre los lados BC, CA, AB, 
respectivamente, del triángulo ABC. Tome- 
mos en los rayos MA, MA,, MB, MB,, MC, 
MC, los puntos A” MET BSBAOES C,, respecti- 
vamente, de manera que MA || MA” | = 
= | MA,|:1M4; | = | MB ||MB' | = 
= |MB, || MB,| = |MC|.|MC'| = 

= | MC, |-| MC; | = d? *). Se puede demos- 
trar que los puntos A”, B”, C' se hallan en las 
rectas B;C;, C; As, Á :B,, respectivamente, ade- 
más, MA”, MB*, MC" son, correspondiente- 
mente, perpendiculares a estas rectas. De 
esta manera, en el A4A;B;¡C; las distancias 
desde M hasta los vértices. som iguales a 
d? dl q? 
ia mientras que hasta los lados opuestos, 

2 
aL - a Empleando la desigualdad del 
punto b), obtenemos la desigualdad requerida. 


e) Adoptemos en la desigualdad (1) b,= 


Á 
=c,=l; entonces, a, =21 sen >. Tendremos 


t> —— (u-+v). Al obtener las desigual- 


2 sen 3 


*) Esta transformación se llama inversión. Véase 
la observación a la solución del problema 11.240, 
así como el Apéndice al final del libro, 
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dades análogas para y y x y multiplicándo- 


las, obtenemos: 2yz> aX 
8 sen 57 Sen —37 sen =37 


Xx (u 4-0) (v+w) (+ u) =-2 (u 40) (v+1) Xx 


x (w -+u) (la igualdad sen £senH-sen£= 


=% se ha demostrado al resolver 1.240). 
f) De la desigualdad aducida en el punto 
anterior se deduce: 2ya>3-2 Y 0-2 vwx 


Xx 2/wu=*E uv. 


g) Al dividir una por otra las desigualdades 
de los puntos d) y f), obtenemos la desigualdad 
que se demuestra. 

Observación. En la desigualdad del punto 
a) la igualdad se logra para cualquier trián- 
gulo acutángulo, cuando M coincide con el 
punto de intersección de las alturas del tri- 
ángulo. En los puntos b), c), d) y g) la igual- 
dad se obtiene para el triángulo equilátero, 
cuando M es el centro de este triángulo. En 
los puntos e) y f), la igualdad se logra en cual- 
quier triángulo, cuando M es el centro de la 
circunferencia inscrita. 

11.380. Examinemos la clase de los tri- 
ángulos semejantes entre sí. En calidad del 
representante de esta clase elijamos tal tri- 
ángulo ABC, en el cual | AB|=vw, | BC | = 
= u, | AC | = 1; además, u < v< 1. De este 
modo, a cada clase de triángulos semejantes 
entre sí le corresponderá el punto B en el inte- 
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rior del triángulo curvilíneo CDE, donde D es 
el punto medio de 4C, el arco £C es un arco 
de la circunferencia con el centro en el punto 
A y radio 1, ED 1 AC (fig. 66). Llamaremos 
el triángulo ABD «izquierdo» y el triángulo 
BDC, «derecho». Examinemos el proceso descri- 
to en el planteamiento del problema; además, 





a cada paso dejaremos sólo los triángulos, para 
los cuales no hemos encontrado triángulos seme- 
jantes. Para cada triángulo tomaremos un re- 
presentante de la clase que aquél define, descrita 
anteriormente. Supongamos que X, Y, Z son 
los puntos medios de AB, DB, CB, respectiva- 
mente; m = | DB |, h es la altura del AABC. 
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Para los triángulos «derechos» son posibles 
tres casos. 
1) u<1/2, m<1/26u<m, 1/2 < 


es decir, el lado más ás grande es DC o BD. sto | 


caso tiene lugar, si B se encuentra en el inte- 
rior de la figura DMFC, donde DM es el arco 
de una circunferencia de radio 1/2 con el cen- 
tro en el punto C, FC es la parte derecha del 


arco EC, |DM|=|MC|=1/, DC y: 


FM son segmentos, FM 1 DC. Además, el 


arco MC (cuyo centro es D) separa la región, : 


para la cual en el ADBC el lado más grande 
es DC, de la región, para la cual el lado más 
grande es DM. El representante del ADBC 
en este caso tiene la altura igual a 2h, si el 
lado más grande es DC, o 

h 
23 > ADE S TR = 40)», 


2 ——— 
LAN +2 vi=R 


q (4)>1 si h< Y 7/4. 

2) u > m, u > 1/2, v> 2m. Notemos que 
la igualdad v = 2m tiene lugar en la circun- 
ferencia con el diámetro LC, donde | A£ | = 
= 1/3. En el interior de esta circunferencia 
v > 2m. Este caso tiene lugar, si el punto B 
se halla en el interior del triángulo curvilíneo 
DKN (KN y ND son arcos, DK es un seg- 
mento). Puesto que el triángulo DZC es seme- 
jante al triángulo de partida ABC, examinemos 
sólo el ADZB. Su lado más grande es DZ 
igual a v/2. Su representante tendrá la altura 

12 h h 


. h 
igual a a AP TABA O TABA 


h 
A A AR h h h . 
tario 2 tee" 
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3) u> 1/2, u>m,v< 2m. En este caso 
en el ABZD el lado a más grande es BD igual a 
m y no hay necesidad de continuar examinan- 
do las demás partes del ABDC, puesto que el 
ABYZ es semejante al ABDC, mientras que 
el ADYZ es semejante al AABD (ya no exa- 
minamos el ADZC). 

Para los triángulos «izquierdos» hay dos ca- 
sos posibles, análogos a los casos 2 y 3 para 
los triángulos «derechos». 

2') Si B se halla en el interior de la figura 
DKNC, para los estudios ulteriores dejamos el 
triángulo DXB igual al triángulo DZB; su 
representante tiene una altura no menor que 
q2 (o h. 

3") Si B se encuentra fuera de la figura 
DKNC, el estudio ulterior de las partes del 
AABD se termina. 

Notemos que el coeficiente q» (h) con el cre- 
cimiento de h aumenta, mientras que q; (4) 
decrece y pasa a ser igual a 1 en el punto F, 


h = V 7/4. Tomemos los puntos P y Q en FM 
y el arco FC suficientemente próximos a F. En 
el interior de la figura B,KNMPQB, se cum- 
plen las desigualdades q, (2) > 4o, 42 (Rh) > Jo» 
Jo > 1. Por consiguiente, el coeficiente de cre- 
cimiento h en todos los casos no es menor que 
Jo, y dentro de un número finito de pasos o pa- 
ra todos los triángulos examinados tendrá lu- 
gar el caso 3, o bien el vértice del triángulo 
estará en el interior del triángulo curvilíneo 
PFQ. La situación, cuando el punto B se 
encuentra en el interior de PFQ se examina 
fácilmente por separado. Además, hace falta 
examinar los triángulos «derechos». Es sufi- 
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ciente cumplir la condición | PP | < | PM |] = 
tea En el ABDC el lado BD, igual 


a m, es el más grande; h*< 7/16. Es fácil 
mostrar que al representante de la clase de: 
triángulos semejantes a BDC le corresponderá 
un punto dispuesto fuera del triángulo curvilí- 
neo PFQ. Y como en este caso la altura no dis- 
minuirá, para ambas partes del ABDC tendrá 
lugar el caso 3. Con esto concluye la demostra- 
ción de la primera parte. 

La segunda parte se deduce del resultado 
del problema 11.327, así como del hecho de 
que todos los triángulos, que se examinan des- 
pués de la primera división, tienen un repre- 
sentante, cuya altura no es menor que hA, y, 
por consiguiente, el ángulo mínimo no es me- 


nor que ZB,AC > ZBAC>1_1BAC. 
2 2 


11.381. Enunciemos y demostremos el re- 
sultado más expresivo, que el que se necesita 
según la condición, obtenido por M. D. Kova- 
liov. Entre todas las figuras convexas que cu- 
bren cualquier triángulo con los lados que no 
superan la unidad, el área mínima la tiene el 
triángulo ABC, en el cual ZA = 60", 
|AB]|=1 y la altura bajada sobre AB es 
igual a cos 10”. El área de este triángulo es 
igual a 5 cos 10” = 0,4924. 

1) Notemos que para nosotros es suficiente 
encontrar un triángulo que cubra cualquier 
triángulo isósceles, cuyos lados son iguales a 
1 y el ángulo q entre ellos no supera a 60". 
Esto se deduce del hecho de que cualquier tri- 
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ángulo, cuyos lados no superan a 1, puede cr- 
brirsecon un triángulo isósceles de tipoindicado. 

2) Demostremos que cualquier triángulo 
isósceles indicado en el punto 1) puede cubrirse 
con el AABC. Construyamos una circunferen- 
cia con el centro en el punto C y el radio 1. 
Sean K, L, M y N los puntos sucesivos de su 
intersección con CB, BA y AC (L y M se hallan 
en BA), LLCM = LMCN = 20”. Por consi- 
guiente, los triángulos isósceles con el ángulo 
0< y < 20” se cubren con el sector CMN, 
mientras que los triángulos, en los cuales 
20 < y < ZC se cubren por el AALC, si los 
extremos de la base se toman en los arcos KL 
y MN y el tercer vértice, en el punto C. Cons- 
truyamos ahora la circunferencia de radio 
unitario con el centro en el punto A. Esta cir- 
cunferencia pasa por el punto B, por segunda 
vez corta BC en el punto P, y el lado 4C, en 
el punto Q. Obtenemos: ZPAB = 180” — 
—2£B<LC, puesto que B es el ángulo 
máximo del AABC. Por consiguiente, al to- 
mar el vértice del triángulo isósceles en el pun- 
to A y los extremos de la base en el punto B 
y en el arco PQ, se puede cubrir cualquier 
triángulo isósceles, para el cual LC <q =< 
< 60”. (incluso 180? — 2 1 B< q < 607). 

3) Demostremos que para cualquier dispo- 
sición del triángulo isósceles DEF, en el cual 
ZDEF =20, |DE|=|EF |=1 y del tri- 
ángulo equilátero XYZ con el lado 1 en el 
plano, el área de la figura convexa mínima 
que contiene los triángulos DEF y XYZ no 


1 j 
es menor que -7C0s 10%. Primero notemos que 
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el lado del triángulo regular mínimo que con- 
tiene DEF, es igual a 7 cos 10%. (Es válida 


la afirmación siguiente: si es posible situar 
un triángulo en el interior del otro, se puede 
disponerlo de manera que dos de sus vértices 
se encontrarán en los lados del triángulo mayor. 
No vamos a demostrar esta afirmación gene- 
ral. Es suficiente comprobar su validez en el 
caso, cuando uno de éstos es el ADEF, mien- 
tras que el otro es regular. No es difícil hacer- 
lo.) Examinemos ahora el triángulo regular 
mínimo X,Y,Z, con los lados paralelos a los 
del triángulo XYZ que contiene los triángulos 
DEF y XYZ. El lado del triángulo X,Y,Z, 


2 z 
no es menor que V3 cos 10%, mientras que la 


altura no es menor que cos 10”. En los lados 
del AX,Y,Z, que no contienen los lados del 
A XYZ, deben hallarse los vértices del ADEF. 
Por consiguiente, la suma de distancias a par- 
tir de los vértices del ADEF que se encuentran 
fuera del A XYZ, hasta los lados correspondien- 


tes del AXYZ no es menor que cos 10% — LE 


mientras que el área del polígono convexo mí- 
nimo que contiene el ADEF y el AXYZ, no 


es menor que y (cos 10 — 43) + UE se 


= > cos 10%. (M. D. Kovaliov demostró tam- 


bién que la cobertura convexa de área mínima, 
encontrada por nosotros para los triángulos, 
cuyos lados superan la unidad, es la única.) 


Apéndice 
Definición de la inversión 


Examinemos en el plano una circunferencia 
a con el centro en el punto O y el radio R. 
Para cada punto A distinto de O determine- 
mos el punto A” de la manera siguiente. El 
punto A” está dispuesto en el rayo OA; ade- 
más, | 04” |-| OA | = R?. De este modo, para 
todos los puntos del plano, a excepción del 
punto O, se plantea la transformación que lla- 
maremos inversión respecto a la circunferencia 
a. Esta transformación se llama también si- 
metría respecto a la circunferencia y los puntos 
A y A', puntos simétricos respecto a la circun- 
ferencia a. (Si la recta se considera como una 
circunferencia de radio infinito, entonces la 
simetría respecto a la recta puede representarse 
como el caso límite de simetría respecto a la 
circunferencia.) El punto O se llama centro 
de la inversión y la magnitud k = R?, poten- 
cia de la inversión. Es evidente que los puntos 
A y A' se cambian de lugares, A pasa a A”, A” 
pasa a A. Todos los puntos de la circunferen- 
cia a, y solamente ellos, permanecen inmóvi- 
les. Los puntos interiores de la circunferencia 
Q pasan a ser exteriores y viceversa. 

Se puede «completar» el plano con «un 
punto infinitamente alejado» (coo) y considerar 
que durante la inversión el punto O pasa a 
co, mientras que oo pasa al punto O. 

En lo ulterior, designarefhos los puntos, a 
los cuales los puntos A, B,C ... pasan duran- 
te la inversión, por A”, B",C' ... 
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Propiedades de la inversión 


Enumeremos algunas propiedades princi- 
pales de la inversión, dejando sin demostrar 
las más evidentes y simples y trazando el es- 
quema de razonamientos en todos los demás 
casos. (Al lector le toca completar los razona- 
mientos con los eslabones que faltan, analizar 
las diferentes variantes de disposición de las 
figuras, así como realizar los cálculos y los 
dibujos.) 

1. Una recta que pasa por el centro de 
la inversión, se transforma en sí misma. 

2. Si los puntos O, A y B no se hallan en 
una recta, los triángulos OAB y OB'A” son 
semejantes. Son homólogos los vértices A y 
B", B y A”. Además, |4'B' | = (*] AB |Y/ 
/10A |-1 OB |. : 

Notemos que la última igualdad es válida 
también si los puntos O, A y B se encuentran 
en una recta. 

3. La recta que no pasa por el centro de la 
inversión O, se transforma en la circunferencia 
que pasa por O. Además, si l es una recta dada, 
A es el pie de la perpendicular bajada desde O 
sobre l, entonces 1 se transforma en la circun- 
ferencia con el diámetro OA”. 

Tomemos un punto arbitrario B en 1. De 
la semejanza de los triángulos OAB y OB'A' 
(propiedad 2) se deduce que ZOB'A' = 
= ZOAB = 90". 

4. La circunferencia « que pasa por el 
centro de la inversión O, se transforma en 
la recta perpendicular a otra recta que pasa 
por O y el centro de la circunferencia ww. 
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3. Si la recta 1 y la circunferencia w se 
transforman una en otra en caso de inversión 
con el centro en O, la tangente a wen el punto 
O es paralela a /. 

6. La circunferencia «w que no pasa por O, 
se transforma en la circunferencia «w' que 
tampoco contiene O. Además, O es el centro 
exterior de semejanza de las circunferencias w 
y 0. 

Para demostrar tracemos por O una recta y 
designemos por A y B los puntos de su inter- 
sección con la circunferencia (en particular, se 
puede considerar que A y B son puntos diame- 
tralmente opuestos de w). Supongamos que B 
se halla en el segmento 04. Entonces, A” per- 
tenece al segmento OB”. Si C es un punto arbi- 
trario de la circunferencia, considerando la 
semejanza de los triángulos correspondientes 
(propiedad 2), tendremos ZA4A'C'B' = 
= ZLOC'B" — LOC'A' = LZOBC-—ZOAC= 
= ZACB. 

Puesto que el número de puntos de inter- 
sección de dos líneas en caso de inversión no 
varía, entonces: 

7. Dos circunferencias tangentes, en caso 
de inversión y conforme a la posición del centro 
de la inversión, se transforman en: 

a) dos circunferencias tangentes (si O no se 
halla en ninguna de ellas); 

b) una circunferencia y una recta tangente 
a ésta (O se sitúa en una de las circunferencias, 
pero no coincide con el punto de tangencia); 

e) un par de rectas paralelas (O coincide 
con el punto de tangencia). 
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Ángulo entre circunferencias 


Llámase ángulo entre dos circunferencias 
que se intersecan, al ángulo comprendido entre 
las tangentes a las circunferencias, las cuales 
pasan por uno de los puntos de intersección de 
éstas. Llámase ángulo entre la circunferencia 
y la recta que la interseca, al ángulo compren- 
dido entre esta recta y la tangente a la circun- 
ferencia, la cual pasa por uno de los puntos de 
intersección. Además, se puede considerar que 
el ángulo entre las rectas no supera a 90". 

Es evidente que, al determinar el ángulo 
entre las circunferencias, la elección del punto 
de intersección no tiene importancia. Tam-' 
bién es evidente que el ángulo entre las cir- 
cunferencias es igual al ángulo entre los radios 
trazados hacia el punto de intersección. 

8. En caso de inversión se conserva el ángulo 
entre las rectas, es decir, el ángulo entre las 
rectas es igual al ángulo entre sus imágenes. 

Si el centro de la inversión coincide con el 
punto de intersección de las rectas, la afirma- 
ción es trivial. Pero si este centro no coincide 
con el punto de intersección de las rectas, la 
misma se deduce de la propiedad 5 y de la de- 
finición del ángulo entre dos circunferencias o 
entre una circunferencia “y una recta. 

9. En caso de inversión el ángulo entre dos 
circunferencias es igual al ángulo entre sus 
imágenes. 

- Examinemos el caso, cuando el centro de 
la inversión no se halla en las circunferencias 
dadas. Supongamos que A es uno de los pun- 
tos de intersección de las circunferencias wm, y 
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3, 1, y l, son las tangentes a 0, y 0), respec- 
Eivamente. que pasan por A. Supongamos 
adicionalmente que el centro de la inversión O 
no se halla en las rectas !, y l,. En caso de 
inversión con el centro O las circunferencias 
01 Y 0, Se transformarán en las circunferencias 
o, y 0,, respectivamente, mientras que las 
rectas Ly lor en las circunferencias lí y Ll, 
tangentes a 0, y 0,, respectivamente, en el 
punto de su intersección A” (propiedad D, 
es decir, el ángulo entre l, y l, es igual al án- 
-gulo entre w, y 0; y, puesto que el ángulo 
entre l, y L, es igual al ángulo entre l, y lo 
(propiedad 8), entonces el ángulo entre w, y 
0, es igual al ángulo entre w, y 0. 

10. Si las circunferencias a y «w son orto- 
gonales, es decir, el ángulo entre ellas es igual 
a 90%, en caso de inversión respecto a «, la 
circunferencia «w se transforma en sí misma. 
Y viceversa, en caso de inversión respecto a la 
circunferencia a la circunferencia «wW que no 
coincide con «a, se transforma en sí misma, 
entonces a y «w son ortogonales. 

Es evidente que la última propiedad es si- 
métrica respecto a a y w. Los radios de las 
circunferencias a y 6 son iguales, respectiva- 
mente, a las tangentes trazadas desde el cen- 
tro de una circunferencia hacia otra. 

Basándonos en la propiedad 10, podemos de- 
finir la inversión de la manera siguiente. Todos 
los puntos de la circunferencia a se transfor- 
man en sí mismos. Pero si A no pertenece a u 
y no coincide con su centro, será imagen del 
punto A el punto A”, el segundo punto de in- 
tersección de cualesquiera dos circunferencias 
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ortogonales a a, las cuales pasan por A, Ahora 
se comprende el sentido del segundo nombre 
de la inversión, definida como simetría res- 
pecto a la circunferencia. De esta definición 
y de la propiedad de inversión de conservar el 
ángulo entre las circunferencias que se inter- 
secan, se deduce que: 

11. Para cualquier circunferencia 0 y dos pun- 
tos A y B que se transforman uno en otro en caso 
de inversión respecto a (1), serán sus imágenes 
en caso de inversión respecto a la circunferencia 
0, Cuyo centro no pertenece a 0, la circunferen- 
cia w' y los puntos 4” y B”, que pasan uno a 
otro en caso de inversión respecto a w'. Pero si 
el centro de a se halla en 0, entonces w pasará 
a la recta 1 y los puntos A y B, alos puntos 4” 
y B', simétricos respecto a l. 


Eje radical de dos circunferencias 


Resolvamos el problema siguiente. 

Se dan dos circunferencias no concéntricas 
0, y 07. Hallar el lugar geométrico de los 
puntos M, para los cuales las tangentes traza- 
das hacia las circunferencias (1 y 0% Son 
iguales entre sí. 

Solución. Supongamos que O, y O, son los 
centros de las circunferencias (M1 Y O, Y'¡ Y Fa 
son sus radios, A, y 42 son los puntos de tan- 
gencia. Tenemos |MO, |? — | MO, PP = 
= (MA, P +1) —(1MA, P +13) =n. — 
— rí. De esta manera, todos los puntos perte- 
necen a una recta perpendicular a O,0,. Esta 
recta se llama eje radical de las circunferencias 
0, y 07. Para concluir la resolución de nuestro 
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problema nos queda determinar ¿qué puntos 
de la recta encontrada satisfacen a su condi- 
ción? Se puede mostrar que si las circunferen- 
cias no se intersecan, convienen todos los 
puntos del eje radical. Pero si w, y o, se in- 
tersecan, el eje radical contiene su cuerda co- 
mún; todos los puntos de la cuerda común no 
forman parte del lugar buscado de puntos. 
Respectivamente, en caso de tangencia entre 
0, y 0% se excluye el punto de tangencia. 

Examinemos la circunferencia a con el 
centro M en el eje radical de las circunferencias 
o, y 02 y el radio igual a la longitud de la 
tangente trazada desde M hacia w, o 02. (Su- 
ponemos que M se encuentra fuera de w, y 
02.) La circunferencia qa es ortogonal a las 
circunferencias W, y 0. De esta manera, los 
puntos del eje radical dispuestos fuera de las 
circunferencias wm, y 0), si éstas se intersecan 
o son tangentes, son el lugar geométrico de los 
centros de las circunferencias ortogonales si- 
multáneamente a 0, y 0, mientras que la in- 
versión correspondiente transforma cada una 
de éstas en sí misma. 

Ahora demostremos una propiedad más de 
la inversión. 

12. Si las circunferencias w, y 0, no se in- 
tersecan, existe una inversiórr que las transfor- 
ma en circunferencias concéntricas. 

Tomemos la circunferencia a ortogonal a 
«0, y 0 con el centro en la recta 1 que con- 
tiene los centros de w, y w,. Puesto que las 
circunferencias w, y 0, no se intersecan, seme- 
jante circunferencia a existe. Sea que O es uno 
de los puntos de intersección de la circunferen- 
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cia a con la recta l. En caso de inversión con 
el centro en O la recta l se transforma en sí 
misma, mientras que la circunferencia «a, en 
la recta p. Las rectas l y p se intersecan y Son 
ortogonales a las circunferencias «, y 0, que 
son las imágenes de o, y 0 en caso de inver- 
sión respecto a a. De aquí se deduce que los 
centros de «; y 0; coinciden con el punto de 
intersección de las rectas 1 y p, es decir, 0; 
y 0; son circunferencias concéntricas. (De- 
muéstrese que si la recta es ortogonal a la cir- 
cunferencia, ella pasa por su centro.) 

Aquí es oportuno hacer una observación. 
Cualquier circunferencia ortogonal a W; y 0,, 
o sea, a las circunferencias concéntricas, es una 
recta, o sea, una circunferencia de radio infi- 
nito. Por consiguiente, en caso de inversión 
respecto a la circunferencia a todas las cir- 
cunferencias ortogonales a w, y 0 deben trans- 
formarse en rectas. Por consiguiente, todas las 
circunferencias ortogonales a w, y 0% cortan 
la recta 1 en dos puntos fijos. 

13. Para cualesquiera dos circunferencias 
w, y 0, existe por lo menos una inversión 
que las transforma una en otra. La circun- 
ferencia que define esta inversión, se llama 
circunferencia complementaria de 0, y 02. 

A continuación vamos a enunciar el teore- 
ma 13 de un modo más preciso. Si 0, y 0, se 
intersecan, existen precisamente dos inversio- 
nes, para las cuales «wm, se transforma en 0) 
y viceversa. Pero si «1 y 0, entran en con- 
tacto o no se intersecan, hay una sola inver- 
sión semejante. 

Examinemos al principio el caso de las 
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circunferencias que se intersecan. Hagamos la 
inversión Y con el centro en uno de los puntos 
de su intersección. (0, y 0, se transformarán 
en las rectas 1, y l, que se intersecan. Las rectas 
l, y l, tienen dos bisectrices, respecto a las 
cuales 1, y l, son simétricas. Por consiguiente 
(propiedad 11), para la misma inversión /, 
estas bisectrices se transformarán en dos cir- 
cunferencias, respecto a las cuales wm, y 02 
son simétricas. 


Si 00, y 0, no se intersecan, existe la in- 
versión Y (propiedad 12) que las transforma en 
las circunferencias concéntricas Ww, y 0,. Su- 
pongamos que O es el centro de 0, y 0;, Y, y 
rz Son sus radios. La inversión respecto a la 
circunferencia a' con el centro en O y el radio 


Y rir, transforma 0; y o, una en otra. Para 
:a inversión / la circunferencia a” se transfor- 
mará en la circunferencia buscada «a, respecto 
a la cual w, y w, son simétricas. 


Al concluir este apartado demos la 
definición del centro radical de tres circunfe- 
rencias. Examinemos tres circunferencias 0;, 
02 Y 03, cuyos centros no se hallan en una 
recta. Se puede demostrar que los tres ejes ra- 
dicales que corresponden a tres pares de estas 
circunferencias, se intersecan en el mismo pun- 
to M. Este punto se llama centro radical de las 
circunferencias 01, 02 y 03. Las tangentes tra- 
zadas desde M hacia las circunferencias 0, 
0, y 0 son iguales entre sí. Por lo tanto, la 

inversión correspondiente con el centro en M 
transforma cada circunferencia 0;,, 02 Y 03 
en sí misma. 
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Problemas y ejercicios 


1. Hállese la imagen del cuadrado para la 
inversión respecto a la circunferencia inscrita 
en éste. 

2. Se da el triángulo ABC. Hallar todos 
los puntos O' tales que la inversión con el 
centro en O transforme las rectas AB, BC y 
CA en las circunferencias de radio igual. i 

3. Sea que A”, B', C* son las imágenes de 
los puntos A, B, C, respectivamente, para la 
inversión con el centro en el punto O. De- 
mostrar que: 

a) si O coincide con el centro de la circun- 
ferencia circunscrita alrededor del AABC, 
entonces el triángulo 4'B'C” es semejante al 
triángulo ABC; 

b) si O coincide con el centro de la circun- 
ferencia inscrita, entonces el triángulo A'B'C' 
es semejante al triángulo con vértices en los 
centros de las circunferencias exinscritas; 

c) si O coincide con el punto de intersección 
de las alturas del triángulo 4BC, entonces 
el triángulo 4'B'C” es semejante al triángulo 
con vértices en las bases de las alturas del 
triángulo. 

4. Los puntos A y 4” son simétricos res- 
pecto a la circunferencia e, M es un punto ar- 
bitrario de esta circunferencia. Demostrar que 
la razón | 4M |/| 4'M | es constante. 

5. En la circunferencia a se trazan dos 
diámetros perpendiculares. Las rectas que unen 
los extremos de un diámetro con un punto ar- 
bitrario de la circunferencia a, cortan el se- 
gundo diámetro y su prolongación en los pun- 
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tos A y A”. Demostrar que A y A' son simé- 
tricos respecto a la circunferencia «. 

6. Demostrar que si la circunferencia w 
pasa por el centro de la circunferencia «a, la 
imagen de w en caso de inversión respecto a u 
es Su eje radical. 

7. Se da una circunferencia y dos puntos A 
y B en ésta. Examinemos los pares posibles de 
circunferencias que son tangentes a la dada 
en los puntos A y B y son tangentes entre sí 
en el punto M. Hallar el lugar geométrico de 
puntos M. 

8. Se dan dos circunferencias tangentes. 
Una circunferencia arbitraria es tangente a 
una de éstas en el punto A y a otra, en el 
punto B. Demostrar que la recta AB pasa por 
un punto fijo del plano. (En caso de circunfe- 
rencias iguales AB es paralela a la recta que 
pasa por sus centros.) 

9. Se dan tres circunferencias 0%, A, %g 
que pasan por un punto. Se conoce que la recta 
que pasa por los puntos de intersección de las cir- 
cunferencias 4%, y az, contiene el centro de la 
circunferencia 3; la recta que pasa por los 
puntos de intersección de a, y %3, contiene el 
centro de la circunferencia a,. Demostrar que 
la recta que pasa por los puntos de intersección 
de %3 y %,, contiene el centro de la circunfe- 
rencia y. . 

10. Se dan dos circunferencias (;, y 03. 
Examinemos dos circunferencias arbitrarias 
tangentes a las circunferencias w, y 0, en 
ciertos puntos, que se tocan en el punto M. 
Hallar el lugar geométrico de puntos M. 

11. Demostrar que con ayuda de la inver- 
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sión cualesquiera dos circunferencias pueden 
transformarse en circunferencias iguales. p 

12. Demostrar que con ayuda de la inver- 
sión los cuatro puntos A, B, C, D, que no se 
hallan en una recta, pueden transformarse en 
vértices de un paralelogramo. 

13. La inversión respecto a la circunferen- 
cia con el centro O y el radio R transforma la 
circunferencia con el centro A y el radio r 
en una circunferencia con el radio r”. Demos- 
trar que r” = (rR9/[|04 |?.— r? |. 

14. En un plano se dan cuatro puntos A, 
B, C, D. Demostrar que |AB|-»|CD|+ 
+ ]|AD|.]BC]|>]|4C]-| BC |. 

15. En el triángulo ABC el lado AC es el 
más grande. Demostrar que para cualquier 
punto M es válida la desigualdad AM I|+ 
+ |CM|>!|BM |. 

16. Demostrar que todas las circunferencias 
que pasan por el punto dado A y cortan la cir- 
cunferencia q en los puntos diametralmente 
opuestos, contienen un punto fijo más, dis- 
tinto de A. 

17. Se dan cuatro puntos A, B, C, D. De- 
mostrar que el ángulo entre las circunferencias 
circunscritas alrededor de los triángulos ABC 
y BCD es igual al ángulo entre las circunfe- 
rencias circunscritas alrededor de los trián- 
gulos CDA y DAB. 

18. La circunferencia w pasa por el centro 
de la circunferencia a. A es un punto arbitra- 
rio de la circunferencia w. La recta que pasa 
por A y el centro de la circunferencia «a, 
corta la cuerda común de las circunferencias u 
y «w en el punto A”. Demostrar que A y A” 
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son - simétricos respecto a la circunferen- 
cia q. 

19. Se dan dos circunferencias que no se 
cortan y no contienen una a otra, y punto A 
dispuesto fuera de las circunferencias. Demos- 
trar que existen precisamente cuatro circun- 
ferencias (entre éstas también pueden figurar 
rectas) que pasan por Á y son tangentes a las 
circunferencias dadas. 

-.20. Sea que s es el área de un círculo, cuyo 
centro se halla a una distancia a del punto O. 
La inversión respecto a la circunferencia con 
el centro O y el radio R transforma la circun- 
ferencia dada en una circunferencia con un 
área s'. Demostrar que s' = s-R*/(a? — R?)?. 

21. Se dan dos circunferencias que entran 
en contacto entre sí. Examinemos otras dos 
circunferencias tangentes a las dadas y entre 
sí. Sea que r, y r, son los radios de dos últi- 
mas circunferencias y d, y da, las distancias a 
partir de sus centros hasta la recta que pasa 
por los centros de las circunferencias dadas. 
Demostrar que 


E BL Y 


=2 0 bien 2 4-9, 
Pa r1 


r2 ri 








22. Supongamos que w, y ws son dos cir- 
cunferencias que entran en contacto. Exami- 
nemos la sucesión de diferentes circunferencias 
Ao, Aj, Oo. +.) Gn, . . ., cada una de las 
cuales es tangente a W, y 0%, y, además, la 
circunferencia «+, es tangente a la circun- 
ferencia Q;,. Designemos los radios de las cir- 
cunferencias Ag, %1, - . ., An, POT Fo, Ty, 
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co. Pa ..., y las distancias a partir de; 
sus centros hasta la recta que pasa por los; 
centros de 0, y 0, por de, di, ..., da, , 
Expresar d, por r,, si: 

a) dy = 0 (este caso es posible, si.w, y y 
son tangentes interiormente); 

b) d, = krj. | 

23. Supongamos que a, y «a, son dos cir-* 
cunferencias que se intersecan; A y B son sus. 
puntos de intersección; w es una circunferen- 
cia arbitraria tangente a Q, y ua; r es el radio 
de la circunferencia tw; d es la distancia a: 
partir de su centro hasta la recta AB. De- 
mostrar que la razón r/d puede tomar sólo 
dos valores diferentes. 

24. Se dan dos circunferencias 0, y Ag 
que no se intersecan, y un juego de circun-' 
ferencias 01, Oz, .. ., 0, tangentes a Q, y 
%,; además, (0, es tangente a (,; 60, es tan- 
gente a 03, ..., 0, es tangente a 0,.;. 
Diremos que el sistema «de circunferencias 
01, Oz, -. ., 0, forma una cadena, si (mM, y 
w, tienen contacto entre sí. Demostrar que, si 
para las circunferencias a, y %, existe por lo 
menos una cadena de n circunferencias, en- 
tonces existe una cantidad infinita de cade- 
nas. Además, para cualquier punto A en cual-. 
quier circunferencia a, o a, existe una cadena, 
para la cual 4 es el punto de tangencia de una 
de las circunferencias de la cadena. 

25. Demostrar que si para las circunferen- 
cias 4, y %, existe una cadena de n circunfe- 
rencias que no se intersecan (véase el proble- 
ma 24), entonces (R + r)? — d? = 4Rr tg? x 
Xx (nu/n), donde R y r son los radios de las 
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circunferencias a, y %,, d es la distancia entre 
sus centros. (El signo «—» se toma, si una de 
las circunferencias se encuentra en el inte- 
rior de la otra; se toma el signo «+», en el 
caso contrario.) 


26. Examinemos tres circunferencias, cada 
una de las cuales es tangente a tres circunfe- 
rencias exinscritas de cierto triángulo; ade- 
más, cada una de estas circunferencias tiene 
contacto con una circunferencia exinscrita por 
el interior y con dos circunferencias, por el 
exterior. Demostrar que estas tres circunfe- 
rencias concurren en un punto. 


27. Supongamos que d,, da, ..., d, son 
las distancias a partir del punto M, dispuesto 
en el arco A¡A, de la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del polígono regular de n 


lados AjAz... An, hasta los vértices 
A, A», ...9 A». 


1 1 1 
Demostrar que ==—+>—>+... + _ _—= 
E a, a 
did 
28. Supongamos qUe 4;, la, . . ., An-1, Ao 


son los lados 4142, 4743, - . ., An-14n, Ar As 
del polígono de n lados 4,4, .. ., A», inscri- 
to en la circunferencia, Pi, Pz, . + -, Pn-1» Po 
son las distancias a partir de un punto arbi- 
trario M dispuesto en el arco 4,A, de la cir- 
cunferencia, hasta las rectas A,4,, Az As, 


e...) An-¡An, AnA¡ Demostrar que e = 


Po 
el ad y fuer 
Pi 47 Pz Prn-1 
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Indicaciones y resoluciones 


2. Hay cuatro puntos que poseen la pro- 
piedad requerida: son los centros de la cir- 
cunferencia inscrita en el triángulo y de tres 
circunferencias exinscritas. 

3. b) Demuéstrese la semejanza de los tri- 
ángulos OAB y OI yI ,. Ahora, de la propiedad 2 
se deducirá el paralelismo de las rectas A*B* 
el lb 

7. Supongamos que a y f son circunferen- 
cias tangentes a la circunferencia dada w en 
los puntos A y B. Para la inversión con el 
centro en A las circunferencias ( y a se trans- 
formarán en las rectas paralelas 1 y p; la cir- 
cunferencia f, en la circunferencia fP” tangente 
a l en el punto fijo B” y a la recta p en el pun- 
to M'. De esta manera, M' se halla en la rec- 
ta que pasa por B” perpendicularmente a 1. 
El lugar geométrico de puntos buscado es la 
circunferencia que pasa por A y B y es ortogo- 
nal a 6. Los mismos puntos Á y B se excluyen. 
Su centro se encuentra en el punto de inter- 
sección de las tangentes a ww que pasan por A 
y B. 

8. Supongamos que O es el punto de tan- 
gencia de las circunferencias dadas. En caso de 
inversión con el centro en O estas circunferen- 
cias se transtormarán en un par de rectas para- 
lelas, en las cuales se hallen los puntos A” y 
B"; además, el segmento A“B” es perpendicular 
a ellas. La recta AB se transformará en la 
circunferencia circunscrita alrededor del tri- 
ángulo A'B'O, la cual, evidentemente, pasa 
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por el punto P simétrico al punto O respecto a 
la recta equidistante de las rectas paralelas 
obtenidas. 

9. Supongamos que O es el punto de inter- 
sección de las circunferencias %;,, %z, %3) 41,42, 
Á¿ son, respectivamente, los puntos de inter- 
sección, distintos de O, de las circunferencias 
%o Y Az, %z Y A, % y %2. En caso de inversión 
con el centro en O las circunferencias %,, %z, 
a, se transformarán en las rectas que forman el 
triángulo A¡A;4,. A partir de la condición 
y de la propiedad 3 se deduce que A¿O _L 
1 4/4;, 410 1 4;4;. Por consiguiente, O es 
el punto de intersección de las alturas del tri- 
ángulo A¡A;¡A; y A;¡0 1 A¡A;- 

10. Si o, y o, se intersecan, el lugar geo- 
métrico buscado está formado por dos circun- 
ferencias, o sea, las circunferencias complemen- 
tarias (0, y 0, (teorema 13), excluyendo los 
puntos de intersección de las circunferencias 
0, y 07. Si ellas tienen contacto, entonces 
aquél está formado por una circunferencia 
complementaria, excluyendo el punto de tan- 
gencia. Para demostrar es suficiente hacer la 
inversión con el centro en el punto común de 
las circunferencias (0, y 0. Si 0, y 02 no 
tienen puntos comunes, conviene toda la cir- 
cunferencia complementaria. En este caso ha- 
ce falta hacer la inversión que transforme 0, 
y (, en circunferencias concéntricas. 

11. La propiedad necesaria la tiene cual- 
quier inversión con el centro en la circunfe- 
rencia complementaria, puesto que esta inver- 
sión transforma la circunferencia complemen- 
taria en una recta, respecto a la cual las imá- 


449 


genes de las circunferencias dadas son simé- 
ricas. 

12. Examinemos dos casos. 

1) Los puntos A,'B, C, D se hallan en la 
circunferencia w. Se puede suponer que los 
puntos dados son los vértices sucesivos de un 
cuadrilátero inscrito. Sea que O es el punto de 
intersección de la circunferencia ortogonal a 6, 
la cual pasa por 4 y C, con la circunferencia 
ortogonal a (w, la cual pasa por B y D. En 
caso de inversión con el centro en O el cuadri- 
látero ABCD se transformará en el cuadrilá- 
tero inscrito A'B'C'D”, cuyas diagonales son 
diámetros, es decir, A*B'C'D” es un rectán- 
gulo. 

2) A, B,C,D no se hallan en una circun- 
ferencia. Designemos por 04, Og, Oc, Op 
las circunferencias circunscritas alrededor de 
los triángulos BCD, CDA, DAB, ABC, res- 
pectivamente. Tomemos la circunferencia com- 
plementaria para 0 y Op que separa los 
puntos B y D, y la circunferencia complemen- 
taria para 0,4 y O que separa los puntos A 
y C. Designemos por O el punto de su inter- 
sección. (Demuéstrese que estas circunferen- 
cias se intersecan.) En caso de inversión con el 
centro O los puntos dados pasarán a los vérti- 
ces del cuadrilátero convexo A'B'C'D”, en el 
cual cada una de sus diagonales lo divide en 
dos triángulos con circunferencias circunscritas 
iguales (véase el problema 11); por consi- 
guiente los ángulos opuestos del cuadrilátero son 
iguales; de aquí se deduce que A'*B"C'D” es un 
paralelogramo (demuéstrese). 

13. Supongamos que la recta OA corta la 
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circunferencia con el centro en A, en los pun- 
tos B y C. Entonces, | B'C* | = 2r'. Ahora se 
os hacer uso de la fórmula dada en el pun- 
to Z. 

14. Hagamos la inversión con el centro A. 
Tendremos |B'C"| + |C'D'| > |B'D' |. 
Luego apliquemos la fórmula del punto 2. 

15. Del problema anterior se deduce que 
|JAC|-|BM|<|AB |-|CM| + [BC] x 
Xx |J4M |. Puesto que AC es el lado más 


grande, entonces | BM |< El «|CM|>+ 
|BC| 


TAC| *|AMI<|AM| + |MC |. 


16. Supongamos que A” se obtiene a par- 
tir de A en caso de inversión respecto a la 
circunferencia a. A, es simétrico a A” respecto 
al centro de la circunferencia a. Demuéstrese 
que todas las circunferencias indicadas en el 
planteamiento pasan por A,. 

17. Hagamos la inversión con el centro 
en A. El primer ángulo será igual al ángulo 
entre la recta B'C” y la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor de B"C'D”; el segundo, al 
ángulo entre las rectas D'C” y D'B'. 

18. La inversión respecto a la circunferen- 
cia a transforma la recta AB en o. 

19. Hagamos la inversión con el centro 
en A. Entonces, la afirmación del problema 
es equivalente a la afirmación de que dos cir- 
cunferencias, dispuestas una fuera de la otra, 
tienen precisamente cuatro rectas tangentes. 

20. Supongamos que la recta que pasa por 
el centro de la inversión y el centro de la cir- 
cunferencia dada, corta la circunferencia dada 
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en los puntos, cuyas coordenadas son iguales a 
%, y 2 (el origen de las coordenadas es el 
punto O). Entonces, 


Ri Ri 
SAN" + 


21. Notemos que para cualquier recta l 
que pasa por O, en caso de inversión con el 
centro O para una circunferencia arbitraria 
se cumple la igualdad d/r = d'/r', donde r 
y r' son los radios de la circunferencia dada 
y de su imagen, d y d' son, respectivamente, 
las distancias a partir de sus centros hasta la 
recta l. Esto se deduce del hecho de que O es 
el centro exterior de semejanza de ambas cir- 
cunferencias (propiedad 6). 

Volvamos a nuestro problema. Hagamos la 
inversión con el centro en el punto de tangen- 
cia de las circunferencias dadas. Estas últimas 
se transforman en un par de rectas paralelas, la 
recta l que pasa por los centros de las circun- 
ferencias dadas, es perpendicular a éstas. Las 
circunferencias con radios r, y r, se transfor- 
marán en un par de circunferencias de radio 
igual a r', que son tangentes una a otra, así 
como al par de las rectas paralelas obtenidas. 
Ahora es evidente que, si los centros de dos 
últimas circunferencias se hallan por un lado 
de l y, para concretar, d;, > d;, entonces 


e r 14d 1 , 
= ee A - a 4 2. Si éstos se hallan 


a di , d 
por distintos lados, entonces BR rs 
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Aprovechemos el resultado del problema 
anterior. Obtenemos en el caso a) d, = 2nr,,; 
en el caso b) son posibles dos respuestas: 
da = (2n + k)r, yd, =|k-—2n]|r,. 

23. Hagamos la inversión con el centro en 
A; las circunferencias Q%, y %%, se transforma- 
rán en dos rectas l, y l, que se intersecan en el 
punto B” dispuesto en la recta AB. Como se 
ha demostrado durante la solución del proble- 
ma 21, r/d = r'/d'. Pero r'/d' es la razón entre 
el radio de la circunferencia tangente a l, y 
la, y la distancia a partir de su centro hasta 
la recta fija que pasa por el punto de inter- 
sección de 1, y l,. Por consiguiente, r'/d' to- 
ma sólo dos valores, según cuál de dos pares 
de ángulos verticales formados por l, y la 
contiene la circunferencia. 


24. Hagamos la inversión que transforma 
A, y %z en circunferencias concéntricas (véase 
el teorema 12). Después de esto la afirmación 
del problema pasa a ser evidente. Este teore- 
ma lleva el nombre de porisma de Steiner. 

25. Si %, y Az son circunferencias concén- 
tricas con radios R y r, entonces la validez de 
la igualdad (R — r)? = 4Rr-tg? (1/n) (d = 0) 
se obtiene fácilmente de la relación evidente: 
R — r = (R + r)-sen (1/n), R > r. Hagamos 
la inversión, cuyo centro se halla a la distan- 
cia a del centro común de las circunferencias 
A; Y %¿. Sea que, para concretar, a > R. Las 
circunferencias a, y a, se transformarán en las 
circunferencias a, y a,, a, se halla en el in- 
terior de a,. Además, según la fórmula del 


2 
problema 13, tendremos R' = A r” = 
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a ae ) 
= a donde p? es la potencia de la in- 





versión. Para encontrar d' que es la distancia 
entre los centros de las circunferencias 0%; y %;, 
tracemos una recta por el centro de la ¡ inversión 
y los centros de a, y 0%; el segmento de esta 
recta, comprendido entre los primeros dos 
puntos de intersección con las circunferencias 
A, Y %y, es igual al espesor del anillo (R — r). 
En caso de inversión aquél se transformará 
en un segmento con longitud * 





b= A (véase el punto 2); por consi- 
guiente d' =|R'—r'—b|= A 
 (R—r)pr > A 


—(a—r)(a—R) (a2 — r2) (a? — R2) 
sustituyendo R” y r”, según las fórmulas ha- 
lladas anteriormente obtenemos 


s , _ (R—r) (a? Rr) p? 
ETA AR 


Tenemos que comprobar la validez de la igual- 
dad (R' — ri)? — (d')? = 4R'r' tg? (n/n). Ex- 
presando todas las magnitudes que figuran en 
ésta, por R, r, a, p y simplificando, reduzca- 
- mos a la igualdad (R — r)? (a? + Rr)? — 
— (R—rP?a (R + r? = 4Rr (a? — r? x 
Xx (a? — R?) tg? (n/n). Pero  (R—r?= 
= 4Rrtg (1/n). Por consiguiente, hay que 
comprobar que (a? + Rr? — a? (R + rJ? = 
= (a? — r?) (a? — R?). Es fácil hacerlo. 

El caso a < R es idéntico al examinado. 
Pero sir <a < R, entonces a; y a, se sitúan 
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una fuera de otra y en la fórmula dada en la 
condición hace falta tomar el signo «+». 

26. Hagamos la inversión con el centro en 
el centro radical de las circunferencias exin- 
scritas, en cuyo caso las circunferencias exin- 
scritas se transforman en sí mismas. En caso de 
esta inversión las rectas, en las cuales yacen 
los lados del triángulo, se transformarán en 
las circunferencias, las cuales se indican en 
la condición. Las tres circunferencias pasarán 
por el centro radical de las circunferencias 
exinscritas del triángulo. 

27. Hagamos la inversión con el centro en 
M y la potencia 4. Además, los puntos 
A, Ap...) An pasarán a los puntos 
Ai, Az +.) An, dispuestos en una recta. 
Sea que el lado del polígono de n lados 
es igual a a. De la fórmula del punto 2 





se deduce que “14;4;| z as ALAS] = 
1 3 
2 - |An-14Anl| = —— 4% |4,Anl = 
= e a. Si: estas expresio- 
n 


nes en la correlación evidente |A¡A4,]= 
ES A; A, 2l AE |A; A, rss E ]A2-1Anl, llega- 
mos al resultado requerido. 

28. Hagamos la inversión con el centro en 
el punto M. Los vértices del polígono de n 
lados dado pasarán a n puntos dispuestos en 
una recta; además, 


143471 = 143451 + 143451+. 


. ES LAr-1451 (+) 
Designemos por p” la longitud de la perpendi- 
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cular bajada desde el punto M sobre la recta 
A¡A;,. A partir de la semejanza de los trián- 
gulos A¡M4, y 4;¡MA; (propiedad 

| 41491 Pi 





2) se deduce que A? 14,45] = 
=p”. De manera análoga 
1 
, , A , , dn-1 
[A>, Asl==37 P ...3 1Añ-1Ánl ==> p”, 


A , a 
14,47] =P". 
Po 


Introduciendo estas expresiones en la correla- 
ción (*) después de simplificar por p”, llega- 
mos a la igualdad requerida. 
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